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E  noto  clie  l'illustre  Maxwell,  CLi'caiulo  di  dare  una  t'oriiKi  iirecisa  ulli',  idee 
«li  Faraday  circa  1'  esistenza  di  un  mezzo  elie  servirebl)e  alla  propagazione  delle 
azioni  elettriche,  e  che  sostituirelibe  le  cosidette  azioni  a  distanza,  è  giunto  a 
dimostrare  che  le  forze  emananti  da  un'  ordinaria  distribuzione  di  massa,  in  due 
ed  in  tre  dimensioni,  possono  essere  eftettivamente  sostituite,  in  ogni  punto  dello 
spazio,  dalle  forze  dovute  ad  un  certo  sistema,  esattamente  definito,  di  pressioni  e 
di  tensioni  analoghe  a  quelle  che  regnano  nell'  interno  d'  un  iluiilo  o  d'  un  mezzo 
elastico.  E  propriamente,  denotando  con  F  1' ordinaria  funzioue  potenziale  dell' im- 
maginata distribuzione  di  spazio  e  di  superficie  e  con  X  ,  I^  ,  Z^^  le  componenti, 
«econdo  tre  assi  ortogonali  delle  .r ,  // ,  ~  ,  della  pressione  unitaria  esercitata  sopra 
un  elemento  jnano  di  normale  // ,  le  relazioni  trovate  da  ^Iaxwell  sono  le 
seuiienti  : 


1    WisV 

Y    y    _2_  _  _  '^   ' 


V  _       LiKY     JL  \  F         y  -  V  -       LK^J. 

'J~~  4-T  Vy  /  "^  8.T  ^     '  ■"■  ~     -  ~  ~  4;r  ^.^    <\f   ' 

1  (^vy     1    .  ,, 


Z=_^.(^)-^^A,r;  X=F=         '    ^^^^ 


■in  ì^-r    ì^y   ' 


dove  si  è  posto 


--(^:-r-a-(^')' 


11  sistema  di  pressioni  defiuito  da  queste  formole,  delle  quali  io  ho  dato  una  dimo- 
strazione diretta  nella  Xota  Snìla  rappresentazione  delle  forze  neictoniane  per  mezzo 
TOMO  VI.  ^^  .31 


—  402  — 

di  forze  elastiche  (Atti  del  R.  Istituto  Lomlmrdo,  1884),  generami  campo  di  forza 
assolutamente  identico  a  quello  che  si  suole  considerare  come  definito  dall'  ordi- 
naiia  funzione  potenziale  T'. 

Avendo  intrapreso  varie  ricerche  sulle  formole  di  Maxwell,  all'  uopo  di  ana- 
lizzarne il  si;;nificato  e  di  giungere  possibilmente  alla  loro  interpretazione  ed  alla 
loro  genesi  dinamica,  ho  dovuto,  fra  altre  cose,  esaminare  il  grado  di  generalità 
inerente  alle  formole  stesse,  cioè  la  loro  eventuale  dipendenza  dalla  natura  dello 
spazio. 

Il  ]n-ocedimento  che  si  oflFeriva  spontaneamente  per  tale  indagine  eni  la  dedu- 
zione (Unita  delle  formole  stesse,  nell'  ipotesi  che  le  coordinate  di  riferimento  fossero 
assolutamente  generali,  cioè  curvilinee,  oblique  e  considerate  come  indipendenti  da 
qualunque  nesso  prestabilito  colle  ordinarie  coordinate  cartesiane.  Ora  tale  deduzione 
non  era  ])riva  di  difficoltà,  non  solo  per  la  mancata  possil)ilità  d'invocare  la  maggior 
parte  delle  proposizioni  su  cui  si  fonda  1'  ordinaria  teoria,  ma  eziandio  in  causa 
della  ben  nota  complicazione  che  le  coordinate  curvilinee  introducono  nelle  for- 
mole relative  all'  elasticità,  complicazione  la  quale,  del  resto,  come  ho  già  avuto 
occasione  di  mostrare  altrove  (Memoria  Sulle  equazioìii  (jenvrali  delT  elasticità,  Aiuiali 
di  Matematica,  1881),  non  è  un  fatto  meramente  algoritmico,  ma  ha  la  sua  radice 
appunto  neir  anzidetta  questione  della  natura  dello  spazio.  Qui  poi  (jueste  difficoltà 
diventavano  maggiori  in  causa  della  rimossa  ipotesi  dell'  ortogonalità  (").  Ciò  non 
ostante,  stabilendo  certe  proposizioni  preliminari  ed  usando  opportuni  artifizii,  ho 
potuto  giungere  alla  meta  e  porre  in  sodo  la  generalità  del  risultato  ottemito  da 
Maxwell,  con  che  veniva  posta  una  base  più  sicura  alle  ricerche  cui  alludevo 
dianzi. 

Benché  le  conclusioni  cui  sono  fin  qui  pervenuto  in  tali  ricerche  sieno  ancora 
troppo  inunature  ed  incomplete  jierchè  possa  sembrarne  giustificata  la  pubblicazione, 
anche  parziale,  ho  tuttavia  creduto  utile  far  conoscere  la  serie  dei  procedimenti 
analitici  che  mi  hanno  condotto  alla  dimostrazione  generale  delle  formole  di 
Maxwell,  poiché  tali  procedimenti  possono  essere  opportunamente  invocati  anche 
per  altri  scopi.  Essi  conducono  infatti  a  stabilire  nel  modo  più  generale  tutte  le 
proposizioni  fondamentali  della  teoria  del  potenziale  e  di  quella  dell"  elasticità. 
Rispetto  alla  prima,  massimamente,  si  troveranno  qui  raccolte,  nell'  ordine  che 
mi  sembra  il  più  naturale  e  nella  forma  che  mi  seml^ra  la  più  comprensiva,  le 
più  importanti  equazioni  di  quel  gruppo  numeroso  e  caratteristico  che  ha,  per 
cosi  dire,   il   suo  centro  nel  teorema   di  Green.   Nella     deduzione   di    tali    equazioni 


(*)  Neil' iuterossaiite  sua  Nota  Sulle  equazioni  generali  ))er  ì' equilibrio  dei  sistemi  continui  a 
ire  dimensioni  (Atti  della  K.  Accademia  di  Torino,  t.  XX),  il  Dott.  Moreka  ha  già  l'atto  uso  di 
coordinate  curvilinee  oblique  nella  deduzione  delle  equazioni  generali  per  l' equilibrio  elastico. 
Ma  le  formole  da  lui  stabilite,  notevoli  per  semplicità  ed  eleganza,  implicano  l'esistenza  di  uu 
ordinario  sistema  di  coordinate  cartesiane  e  non  potrebbero  essere  invocate  per  lo  scopo  attuale. 
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iiitL-rvieiie,  in  particolare,  una  loi-uiola  die  rappresenta  la  generalizzazione  <V  un 
teorema  di  Gauss  e  che  sembra  non  essere  stata  finora  notata,  benché  costituisca, 
a  mio  credere,  1'  anello  più  essenziale  della  catena.  Anche  rispetto  alla  parte  cine- 
matica della  teoria  dell'  elasticità,  cioè  rispetto  alla  teoria  della  deformazione  infi- 
nitesima, si  troverà  indicata  una  modificazione  dell'  ordinario  procedimento,  la 
(juale  permette  di  assegnare  ad  un  tempo  tutte  sei  le  caratteristiche  della  defor- 
mazione d'un  i)arallclcpi))edo  elementare  obliquo,  senza  intervento  d' alcuua  consi- 
derazione geometrica  ausiliare. 

Quanto  poi  all'  utilità  di  massima  che  può  avere  1'  uso  delle  coordinate  curvi- 
linee oblique  nelle  questioni  di  fisica  matematica,  indipendentemente  dallo  scopo 
particolare  in  vista  del  (puile  esso  era  qui  raccoman(hito,  non  è  fuor  di  luogo  il 
notare  che  stante  la  frequenza  dei  casi  in  cui  la  natura  stessa  del  problema  sug- 
gerisce a  priori  un  certo  sistema  di  superficie  come  strumento  essenziale  di  solu- 
zione e  stante,  d'  altronde,  la  l)en  nota  impossibilità  (iu  generale)  di  concepire  un 
sistema  triplo  ortogonale  al  (piale  il  sistema  dato  appartenga,  è  naturale  presumere 
che  la  trattazione  possa  essere  non  di  rado  agevolata  dall'  uso  di  formole  non  vin- 
colate all'  ipotesi  della  triplice  ortogonalità,  (piand'  anche  esse  possano  apparire 
meno  semplici  sotto  1'  aspetto  puramente  analitico. 

Per  non  dare  a  questo  scritto  un'  estensioue  troppo  sproporzionata  alla  par- 
zialità della  ricerca  che  gli  ha  dato  occasione,  non  ho  spinto  lo  svolgimento  delle 
formole  relative  all'  elasticità  fino  alla  deduzione  delle  tre  equazioni  indefinite 
espresse  coi  soli  spostamenti,  deduzione  che,  come  è  noto ,  riesce  prolissa  anche 
nel  caso  dell'  ortogonalità.  Noterò  tuttavia  che  le  formole  generali  per  le  compo- 
nenti di  rotazione,  le  (piali  hanno  un  ufiicio  essenziale  in  tale  deduzione,  furono 
già  date  da  me  nel  §  1 1  delle  Ricerche  sulla  cinematica  dei  liuidi  (Memorie  di 
quest'Accademia,  T.  I  della  Serie  III,    1871). 


§1. 


Denotiamo  con  q^ ,  q., ,  q^  le  coordinate  generali  di  un  punto  qualunque  dello 
spazio  e,  indi'cando  con  ds  V  elemento  lineare  che  ha  la  sua  origine  in  questo  punto 
ed  il  suo  termine  nel  punto  contiguo  {q^-^dq^,  q^-^-dq.^^  Is-^'^'h)  poniamo 

(1)  '^^'=^„,QJuk,.       iQ>,,=  QJ 

dove  ciascuno  degli  indici  // ,  /■  deve  prendere  successivamente  i  valori  1,  2,  3. 
I  coefficienti  Q,^^  dell'  espressione  difterenziale  quadratica  che  costituisce  il  secondo 
membro  della  precedente    equazione    sono    funzioni    monodrome,    continue  e  finite 
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delle  coordinate  q^,  q^.  q^.  funzioni  che  supporremo  soggette  alle  condizioni  che 
debbono  notoriamente  verificarsi  aflfincliè  1'  espressione  quadratica  anzidetta  sia  sem- 
pre positiva  e  non  si  annulli  che  per  dq^  =■  tlq,,  --=z  dq^  =  (J.  Una  di  queste  condi- 
zioni è  che  il  determinante  dei  coethcienti  O  .  sia  mao-oriore  di  zero  :  lo  desiijne- 
remo  perciò  con  Q'.  (^  essendo  la  radice  positiva  del  determinante  stesso.  Desi- 
gneremo inoltre  con  (fP,,^^  il  complemento  algebrico  degl'elemento  C/,  in  questo 
determinante,  talché  sarà  P^  =  /'^,.  Le  sei  quantità  Q,,.  P,^  (h  :=  ì  .  2.  3)  deb- 
bono essere  maggiori  di  zero:  quando  occorrerà  di  esti'arne  la  radice  quadrata, 
converremo  di  assumere  sempre  questa  radice  col  segno  positivo.  Indicheremo,  per 
brevità,  con  1.  2.  3  le  direzioni  (in  ogni  punto)  delle  linee  coordinate,  cioè  delle 
linee  lungo  le  quali  varia  soltanto  la  coordinata  q^.  o  soltanto  la  q.,.  o  soltanto 
la  q^ .  linee  che  devono)  senq)re  intendersi  percorse  nel  senso  dell'  accrescimento 
delle  rispettive  varial)ili. 

In-;ieme  colla  torniola   (1)  sussiste   quest'altra: 

i'l>.  f/.yd'.v  cos  (iÌm.  ds)  =  --../J/.^dq^dq^. 

dove  d-i  è  un  alti-o  elementi  lineare  avente  iu  comune  col  i)rim>  1  origine 
tiii  'ìs-  'Isì-  ^'"^  corrispondente  ad  altri  incrementi  {òq^,  àq^,  bq^)  delle  coordinate 
(veggansi  in  proposito  i  primi  duc  g^  della  Memoria  Sulla  teorica  generale  dei  ijura- 
ìtittri  diftrenziali,  nel  T.  Vili.  Serie  II  delle  Memorie  di  quest' Accademi;i  :  1869). 
Le  due  formole  (1).  (li,  contengono  implicitamente  tutte  le  determinazioni  metriche 
relative  all'  assunto  sistema  di  coordinate.  Di  tali  determinazioni,  in  gran  parte 
notissime,  citiamo  solo  alcune  poche  che  sono  indispensaliili  per  1'  intelligenza  di 
ciò  che  segue. 

Ponendo  nella  formula  iT), 

d^l e  =  '^7,  =  '-'  •  <l,  —  dq  y  (J^. 

si  ha 

d^l/'OT,  cos  0.S,    \)  =  Q,,àq^  -H  Q.Jfq^  -+-  Q„dq,. 

dove  (ds,  1)  è  l'angolo  che  l'elemento  Òs  fa  colla  direzione  1,  Di  qui  si  deduce, 
designando  con  v  una  direzione  qualunque  e  sostituendo  a  q,  una  coordinata  qua- 
lunque q.. 

(2>  ^/^cos(».^)  =  2,«^,^, 

òli 

Sia  ora  n^   la  normale  alla  superficie  qiZ=Cosf..  diretta  in  guisa  che  l'angolo 
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(»,,  1)  sia  acuto.  Dalla  relazione  (2)  si  ricava 

Mnltiplicaudo  ordinatamente  queste  tre  equazioni  prima  por 

^Al  ^3a  H^ 

•poscia    per 

F  F  P 

e  sommando  ciascuna  volta,  si  ottiene 

1  ^'^/'^cos  («,,!),         f-;^  =  Pn[/Q7i00s{n,.r), 

■donde 

1  =  PnQn  cos-0/^,1)  . 

?i  ha  dunque,  in  generale, 

<2>  cos  (», .  /;  =     ,  ,  {i=ì,  2.  3)  . 


Consideriamo  una  funzione  qualunque   U  delle  coordinate  q^.  q^.  y,.  L'espres- 


sione 


WW 


è  mi  invariante  differenziale  di  prlm' ordine  che  si  designa,  come  è  notu,  col  nome 
di  i^ytìiìo  parametro  (ìifferenziak  della  funzione  V.  Se  T'  è  un'  altra  funzione  delle 
coordinate,  l'espressione 
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la  quale  si  riduce  alla  precedente  per  U=.V,  è  uu  invariante  differenziale  della 
coppia  di  funzioni  (L",  V)  che  si  designa,  analogamente,  col  nome  di  primo  para- 
metro diferenziaìe  di  questa  coppia. 

Torna  spesso  comodo  introdurre  le  segnature 

(3),  <  ^* 


mercè  le   quali   si   può  scrivere 


L"  espressione 

(3)  Ar=lv^v?Q 

è  un'altro  invariante  differenziale,  di  second"  ordine,  della  funzione  l\  il  (piale  sì 
ilesigna  col  noine  di  secondo  parametro  differenziale  di  questa  funzione. 

Insieme  col  sistema  delle  coordinate  generali  q^.  q^,  q^  avremo  bisogno  di 
considerare  un  altro  sistema,  molto  particolare,  di  coordinate  curvilinee,  che  desi- 
gneremo coi  .simboli  p .  q .  r.  Di  queste  tre  coonlinate  1"  ultima,  r,  rappresenta  la 
distanza  geodetica  di  un  punto  qualunque  dello  spazio  da  uu  punto  fisso  Tdel  resto 
arbirrarioj,  che  diremo  polo,  e  le  due  prime.  ^J  e  q.  sono  due  parametri  atti  ad 
individuare,  in  modo  qualunque,  la  direzione  iniziale  del  raggio  geodetico  r,  cioè 
la  direzione  in  cui  questo  raggio  esce  dal  polo  r  =  0.  Le  tre  nuove  coordinate 
j> ,  q,  r  individuano  esattaiuente  un  punto  dello  spazio,  e  reciprocamente,  almeno 
entro  quel  campo,  che  supporremo  sempre  finito,  nel  quale  non  esiste  alcun  punta 
al  quale  faccia  capo  più  di  un  raggio  geodetico  uscente  dal  polo  :  a  questo  campo 
intenderemo  sempre  di  limitarci,  quando  faremo  uso  delle  coordinate  polari  gene- 
ralizzate p,  q,  r. 

Rispetto  a  queste  coordinate,  1"  elemento  lineare  generico  ds  è  definito  da 
un'  espressione  del  tipo 

(4)  </..••'  =  Kdp'  ■+-  -IFdpdq  H-  Gdq*  ^-  dr% 

<love  i  coefiìeienti   K,   F.   G  sono  funzioni  di  /- .  q.  r.  Dal    tatto  che,  nell' intorna 
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ti'  ogni  punto,  la  metrica  degli  spazii  (piì  considerati  è  identica  alla  euclidea,  segue, 
che  i  I-apporti 

E       F       G        II 


■>!  *?  v?  o) 

r'        1-        ì-        1- 


dove         II—\/EG  —  F', 


teiulono,  per  ;•  =  0 ,  verso  limiti  finiti  e  eliversi  da  zero,  i  cui  valori  dipendono,  in 
generale,  dalle  due  varialjili  p,  q.  Del  resto  valgono,  rispetto  all'espressione  qua- 
dratica lìolarc  (4),  tutte  le  formole  relative  all'espressione  generale  (1),  fra  le 
quali   citeremo  soltanto  la  seguente 

(4),  cos(«,-/-)  =  ^, 

che  si  deduce  dalia   (2)  come  caso  particolarissimo. 

I  parametri  differenziali  A^ ,  A^  prendono,   rispetto    alle  variabili  p ,  q,   r ,   le 


forme  seguenti: 

- 

;  v--;r.(-)-. 

(4', 

-.—-•"-•:'"  L''. 

dove    A'^,  A'.,  sono  gli  analoghi   parametri,    relativi    alla    quadratica    a    due    va- 
riabili 

Edp'  H-  2Fdpdq  ■+-  Gdq- , 

nei  coefficienti  della  quale  ;•  si  deve  considerare  come    costante. 

La  forma  (4)  dell'elemento  lineare  e  le  corrispondenti  relazioni  (4)^_,  conven- 
gono anche  ad  un  sistema  di  coordinate  meno  particolare  del  precedente;  esse 
si  applicano,  cioè,  anche  al  caso  che  le  geodetiche  r ,  in  luogo  di  uscire  da  uno 
stesso  punto,  escano  normalmente  da  una  superficie  fissa  qualunque.  In  questo  caso 
le  variabili  ^,  q  possono  considerarsi  come  coordinate  generali  dei  punti  di  questa 
superficie  e  definiscono  il  punto  di  partenza  del  raggio  geodetico  r;  le  funzioni 
E,   F,   G  tendono,   per  r  =  0,  verso  limiti  finiti,  dipendenti  dalle  variabili  p,  q. 

Anche  per  le  cose  qui  dette  circa  il  sistema  delle  coordinate  p  ^  g ,  r  riman- 
diamo alla  citata  Memoria  Sidla  teorica  rjenerak  dei  parametri  diferemiali,  §§  2  e  3. 
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§  li. 


Sia  <p  una  lunzioiie  delle  variabili  q^,  «7^,  q.^,  monodroma,  continua    e    finita 
ni  imo  spazio  che  diremo  S,  e  consideriamo  1'  inte<^rale 


J 


esteso  a  questo  spazio,  di  cui  dS  è  un  elemento  circostante  al  punto  ((/^ ,  q^.  q^). 
Determinando  la  forma  di  questo  elemento  nel  modo  che  risulta  dalla  decompo- 
>^izione  dello  spazio  S  per  mezzo  delle  tre  famiglie  di  superficie  coordinate,  cioè 
ponendo 

dS=   <^d<jihjjq^  , 

il   precedente  integrale  equivale  a 

Supponiamo  primieramente  die  il  sistema  di  coordinate  q^ ,  q^ ,  q^  presenti, 
in  tutto  lo  spazio  S,  quel  carattere  che  si  potreblìc  dire  cartesiano:  supponiamo, 
cioè,  che  questo  spazio  si  possa  riferire,  punto  per  punto,  senza  eccezione  e  senza 
smembramento  né  sovrapposizione  di  parti,  ad  uno  spazio  ordinario  nel  quale  le 
variabiii  ^/^ ,  ^/^ ,  q.^  abbiano  il  significato  di  coordinate  cartesiane.  In  tal  caso, 
supponendo  ancora,  per  semplicità,  che  ogni  linea  1  (cioè  ogni  linea  lungo  la 
(juale  varia  la  sola  coordinata  q^)  attraversi  in  due  soli  punti  la  superficie  o  che 
limita  lo  spazio  «9,  si  lia,  integrando  lungo  una  di  queste  linee,  nel  senso  dell'ac- 
crescimento di  2i  j 


/ 


Oq  I         '  ' 


dove  (p' ,  <p"  sono  i  valori  che  la  funzione  (p  prende  rispettivamente  nei  punti  in 
cui  la  linea  di  integrazione  entra  ed  esce  dallo  spazio  S.  Ne  risulta  clic  il  pro- 
dotto 

(rjy  _  q>)dqjhi^ 
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nniprosciita  il  coutril)ut.o  recato  al  jivoposto  integrale  dalla  porzione,  inclusa  in 
-V,  del  canaletto  a  sezione  (jnadnin<i^olare  i  cui  .spigoli  sono  le  quattro  linee  1 
ai  parametri  {q^ ,  ;/.,) ,  (7., ,  7^  -t-  r/7.,) ,  (7,  -+-  (/7„ ,  7,^) ,  {q„  -+-  dq,^ ,  q^  -+-  dq^). 
Questo  canaletto  intercetta,  sì  all'entrata  che  all'uscita  da  <S',  un  elemento  da 
«Iella  superlicie  a  ed  un  elemento  da ,  di  quell'  altra  superficie  O",  che  passa  per 
lo  stesso  punto  e  che  appartiene  al  sistema  7,  ^=  Cw.s^  Denotando  con  »,  n  le 
normali  a  questi  due  elementi,  scelte  rispettivamente  in  modo  che  la  prima  sia 
diretta  verso  S  e  la  seconda  faccia  un  an;irolo  acuto  colla  direzione  1,  si  hanno 
le  seguenti  due  espressioni  e(iuivaleuti  della  sezione  retta  del  canaletto: 

da ^  cos  {n^  ^  \)  =1  ■±:  da  cos  (?« ,  1)  , 

dove  il  segno  superiore  vale  per  1'  entrata,  1'  inferiore  i)er  1'  uscita.  Si  ha  d'  al- 
tronde 

da ,  ■=  Qy/'P^^  '^'Iji'Js  ,  cos  (n^  ,  1)  = 


|/^,A^, 


quindi 


Il  contributo  del  canaletto  si  riduce  per  tal   modo  alla  somma  di  due    espressioni 
della  forma 

ifì/Qn  cos(«,  Ijda 


relative  1' una  all'entrata  e  l'altra  all'uscita;  e  se  il  canaletto  attraversasse  la 
superficie  in  più  di  due  posti,  si  troverebbe  semjjre  la  stessa  espressione  per 
ognuno  dei  tragitti.  In  base  a  ciò  si  ottiene  subito  la  formola  generale  (*) 


<^'  ■      Jlf  =  -/ 


''P\/Q,!  cos  (n,'i) 

Q 


•la  , 


che  costituisce  l' estensione  d'  un  teorema  notissimo. 

Applicando  successivamente  quest'equazione  a  due  spazii  separati    da  una  su- 
perficie, e  supponendo  che  la  funzione  (p  sia  monodroma,  continua  e    finita  nello 


(*)  MoRERA  —  Nota  citata. 

TOMO    VI.  52 
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spazio  totale,  si  riconosce  immediatamente  che,  nel  secondo  membro  dell'  equa- 
zione ottenuta  sommando  le  due  equazioni  relative  ai  due  singoli  spazii,  si  elidono 
fra  loro  gli  integrali  estesi  sulla  superficie  di  separazione.  Per  1'  applicabilità  del 
teorema  (■">)  non  è  dunque  necessaria  la  restrizione,  che  avevamo  dapprima  am- 
messa, del  carattere  cartesiano  di  tutto  lo  spazio  S  :  basta  che  questo  spazio  sia 
decomponibile  in  spazii  parziali,  ciascuno  dei  quali  possegga  separatamente  questo 
carattere. 

La  formola  (5)  continua  a  sussistere  anche  se  la  funzione  "p .  restando  mono- 
droma  e  continua,  diventa  infinita  come  1  :  r  in  punti  discreti  dello  spazio  S.  r 
essendo  la  dist^inza  geodetica  di  un  punto  qualunque  da  uno  dei  punti  d' infinito, 
o  ^)o//.  Supponiamo,  infatti,  che  ciò  avvenga  in  un  sol  punto  dello  spazio  S  ed 
applichiamo  la  formola  (5)  allo  spazio  che  si  ottiene  sottraendo  da  N  una  piccola 
sfera  geodetica  col  centro  nel  polo.  Usando  le  coordinate  polari  p,  q,  r.  l'ele- 
mento di  volume  dS  di  questa  sfera  e  1'  elemento  da  della  sua  superficie  si  pos- 
sono prendere  sotto  la  forma 

dS  —  ndjKh^Jr  .  d(T  =  Hdpdq  : 

bisogua  quindi  sottrarre  dal   primo   meml)ro   dell' equazione  (5)   un   integrale   trii>l.> 
che  .«i  può  scrivere   così  : 


e  dal  secondo  membro    della    stessa    equazione    un    integrale    doppio    che    si    può 
.scrivere  così  : 


■fj 


T35i/^,.  cos(r,/,i  H   ,    , 


Ora  questi  due  integrali  tendono  a  zero  con  r  (*)  :  dunque  1"  equazione  (5) 
resta  inalterata  quando,  come  nel  caso  normale ,  si  estenda  1"  integrazione  ,  nel 
primo  membro,  a  tutio  lo  spazio  S  e,  nel  secondo,  alla  sola  superficie  (7,  limite  di 

{')  Per  evitare  ogni  ditlìcoltìi  rispetto  all'  evanescenza  del  primo  di  questi  due  integrali,  basta 
considerare  il  caso  in  cui  ■;  abbia  la  forma  -^  =  ^'-<-  — ,  dove -f' è  funzione  monodroma,  continua 

e  finita,  giacché  (questo  è  il  solo  caso  praticamente  utile  (come  in  una  successiva  occasione,  §  4). 

Si  ha  infatti 

.   '^     /l  \  '^r  —  ^'"  ir-        ,     ■^ 

r-  ^  [i:)  ^    -  ^  =  -  \  ^nir-  =       \  <Jii  cos  (r,  t). 
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«jiKsto  spazio.   Lo  stesso   ha   luofro.   ovidentemcute.   se   la   riinzi(;i)e   ff>    ha    in    S    \nn 
poli  discreti. 

Abbiamo  implicitamente  supposto  che  il  punto  d"  iiiliiiito,  ossia  il  polo  /•  =  0, 
fosse  a  distanza  finita  dalla  superficie  a.  Ma  il  teorema  (5)  sussiste  anche  se  il 
])olo  è  sulla  superficie,  bi  sottrag'ga,  infatti,  dallo  spazio  S  quella  porzione  di 
piccola  sfera  geodetica,  col  centro  nel  polo,  che  cade  entro  questo  spazio.  L' in- 
tegrale triplo  che  bisogna,  in  seguito  a  ciò,  sottrarre  dal  primo  meml)ro  dell'  c- 
quazione  (5)  conserva  la  stessa  forma  di  dianzi  e  svanisce  istcssamente  con  ;•. 
L'integrale  doppio  che  bisogna  introilurre  nel  secondo  membro  si  compone  invece 
di  due  parti,  additiva  1"  una,  sottrattiva  1"  altra.  La  parte  sottrattiva  è  dovuta  al 
.segmento  di  superficie  sferica  che  cade  entro  -S,  e  1"  iuregrnle  doppio  che  la  rap- 
presenta ha  la  stessa  forma  che  nel  caso  del  polo  intc-mn,  talrhè  svanisce  di 
iniovo  con  r.  La  parte  additiva  è  dovuta  a  (juel  segmento  di  >uperficie  a  che 
cade  entro  la  sfera  geodetica,  ed  è  rappresentata  da  un  nuovo  integrale  doppio 
che  dobbiamo  formare.  A  tal  fine  riferiamo  i  punti  <kl  segmento  di  a  a  due  coor- 
dinate p ,  0  di  cui  la  prima  sia  l'arco  geodetico  condotto,  sulla  superficie  O",  dal 
polo  r  =  0  ad  un  punto  qualunque  del  .segmento  e  la  seconda  sia  un  parametro 
atto  ad  individuare  la  direzione  iniziale  di  questo  arco,  cioè  la  direzione  in  cui 
questo  esce  dal  polo  {*).  Il  (juadrato  dell'  elemento  lineare  generico  di  a  as.sume, 
con  queste  coordinate,  la  nota  forma 

dove  A'  è  una  funzione  di  p  e  ili  6  il  cui  rapporto  a  /)  tende,  per  p  =.  0,  verso 
un  limite  finito  dipendente  in  generale  da  0  (e  ciò  anche  quando  la  superficie 
non  ammetta,  nel  polo,  un  j)iano  tangente  unico  e  determinato).  L' elemento  di 
superficie  da  si   può,   mercè  tali  coordinate^   premiere  sotto  la  forma 

da  =  KdpdO , 

e  l'integrai   doppio  di   cui   abbiamo   parlato   [luò   (juiudi   scriversi   così 


■p         /(^.yCosQ^?:)  A' 


0 

Ora  r  è  la   corda  ('geodetica  dello  spnzioì  dell'arco  p    Cgeodetica  della  superficie), 

{*)  Se  il  pi)lo  fosse  situato  in  un  punto  cuspidale  dulia  superficie  3,  nel  quale  tutte  le  geo- 
detiche (uscenti  da  questo  polo)  avessero  una  direzione  iniziale  comune,  il  parametro  6  non  po- 
trebbe più  avere  il  preciso  significato  qui  detto,  ma  ognuno  vede  come  (questo  significato  si 
dovrebbe  modificare.  Del  resto  in  questo  caso  K  tenderebbe  a  zero  ancora  più  rapidamente  di  p. 
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ed  il  limite  del  rapporto  di  queste  due  grandezze  è  1'  unità.  Dunque    aiiehe  1'  in- 
tegrale in  questione  svanisce  con  p  e  per  conseguenza  con  r. 

Una  particolarità  notevole  dell'  equazione  (5)  è  di  conservare  la  stessa  forma 
così  per  le  coordinate  ortogonali,  come  per  le  oblique.  Xel  caso  delle  coordinate 
ortogonali  essa  era  già  stata  sta1)ilita  da  C.  Xeumasx  {Zitr  Tìieorie  dir  ElasticiUit, 
T.  57  del  Giornale  di  Crelle.  1859),  ma  con  intervento  delle  formole  di  relazione 
fra  le  coordinate  curvilinee  e  le  cartesiane,  cioè  nelF  ipotesi,  non  necessaria,  dello 
spazio  euclideo.  Nel  §  4  della  già  citata  Memoria  Sui  puratìietri  diferennali  tro- 
vasi pure  stabilito  un  teorema  sostanzialmente  identico  a  quello  contenuto  nella 
equazione  (51,  ma  in  una  f';inia   meno  esplicita. 


11  teorema  contenuto  nell"  equazione  (5)  è  valido  qualunque  sii  il  sistema 
delle  coordinate  n^.  <j.,.  q^,  purché  nelle  varie  parti  dello  spazio  >S ,  al  quale 
quel  teorema  viene  applicato,  questo  sistema  possegga,  come  si  è  detto,  il  carat- 
tere cartesiano.  Quaiulo  questa  condizione  non  è  soddisfatta,  quel  teorema,  gene- 
ralmente parlando,  non  è  più  applicaliilc.  Invece  d' iutrapreudere  1' esame  dei  varii 
casi  d'eccezione,  il  che  condurrebbe  ad  una  discussione  complicata  e.  probabil- 
mente, neppure  suscettibile  d"  essere  esaurita  compiutamente,  ci  limiteremo  a  con- 
siderare un  caso  particolare,  il  quale  è  forse  il  .solo  veramente  utile  ed  impor- 
tante :  il  ca.so,  cioè,  che  le  coorduuìte  di  riferimento  sieno  ([uelle  che  nel  §  1 
abbiamo  designato  con  ^j,  q,  r.  È  evidente  che  questo  sistema  di  coordinate  non 
possiede  il  carattei'e  cartesiano  rispetto  ad  uno  spazio  comprendente  il  polo  :  si 
può  dire  invece  eh'  esso  possiede,  rispetto  ad  mi  tale  spazio,  il  carattere  pùlare, 
purché,  come  ammettiamo,  ad  ogni  punto  ili  questo  spazio ,  eccettiiato  il  polo, 
corrispondano  valori  individuati  delle  tre  coordinate  p,  q,  r. 

Ciò  premesso,  consideriamo  1'  integrale 

esteso  ad  uno  .spazio  S  soddisfacente  alla  condizione  or  detta,  'p  essenlo  una  fun- 
zione nionodroma,  continua  e  finita  delle  coordinate  j),  q.  r,  avente  nel  polo  un 
valore  lanico  e  determinato  che  designeremo  con  (pg . 

Se  lo  spazio  S  non  contiene  il  polo  ;•  =  0.  si  rientra  nel  caso  del  §  prece- 
dente e  dalla  foi-mola  (5)  si  ha  subito 


A.(??)f=-/^^^^-. 


—  413  — 
ossia  (4j^ 

A  (7)  f =/>;!- 

Qucst'  equazione,  come  la  (5j,  non  cessa  di  sussistere  se  la  funzione  f)  diventa 
infinita  come   1  :  r  in  punti  iliscreti  dello  spazio  S  o  della  superficie  a. 

Ma  so  il  polo  r=0  ^iacc  nello  spazio  *S'  o  sulla  superficie  (T,  quest'equazione 
non  è  pii\  vera,  sia  perchè  1'  equazione  (5)  non  può  più  essere  invocata,  sia  perdio 
la  funzione  clie  qui  terrebbe  luogo  della  (f>  del  §  precedente  cessa  d'  essere  mo- 
nodroma  nel  polo.  Bisogna  iliiiupic  rinnovare  direttamente  il  processo  di  dedu- 
zione. 

A  tal  iìne  decomponiamo  lo  spazio  «9  in  elementi  polari,  i)onendo 

dS-=  Hdjìdqdr 
e  quindi 

Integrando  lungo  un  raggio  geodetico  r  che,  per  semplicità,  supporremo  incon- 
trare in  un  solo  punto  la  superficie  a,  si  ha 

tiove  il  limite  del  quoziente  II  :  r'  è  determinato  da  quei  valori  dei  parametri  p ,  (^ 
che  individuano  il  raggio  r  d' integrazione.  Di  qui  si  deduce 

dove  il  primo  integrale  del  secondo  memhro  è  relativo  alla  superficie  a.  Ora  la 
piramide    quadrangolare    infinitesima    che    ha    per    spigoli    le    quattro    geodetiche 

0^)  'l)  ì  (Fì  2  ■+""'7)?  (l^~^^^Pì  'l)i  (p-^^U^ì  'J-^'-^'l)  intercetta  su  questa  su- 
perficie un  elemento  da ,  di  cui  è  proiezione  ortogonale  la  sezione  Hdpdq  fatta 
nella  stessa  piramide  dalla  superficie  sferica  che  ha  il  centro  nel  polo  ed  il  cui 
raggio  è  la  distanza  di  questo  dall'  elemento  da.  Si  ha  dunque 

^?- 
Ildndq  =  —  da  cos  {)i ,  r)  =  —  —  r/a 

0)1 
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e  si  può  scrivere 

Osserviamo  fiualmeute  clic   il   limite,   per   /•  =  0.   del   lapporty 

H<lpd(] 


fra  l'area  Hdpihj  della  t^ezione  retta  della  giìi  iiien/ionata  piramide  e  il  (piudraia 
•Iella  distanza  ;•  di  questa  sezione  dal  centro  e  hi  misni-a  àcVC  (vigolo  risnaìe  del- 
l' elemento  da  rispetto  al  polo,  ammesso  che  i  r.-ig-fri  visuali  coincidano  coi  raggi 
geodetici.  Ne  risulta  che  l'integrale 


/7(""'"^L„ 


è  la  misura  dell'angolo   vitiuale    dell'intera    superficie    a    rispetto     al    poLi.    Desi- 
gnando quindi  quest'angolo   visuale   con   {(T)g.,  si   ottiene  la  formola 


.,' 


(•')„ 


/Mt^)'//^/^:^'^^-'^)''^- 


la  quale  è  valila  sia,  (piando  il  p  di»  è  interno  allo  spazio  S,  sia  (piand'esso  è 
snlla  superficie  e;  ed  è  i)arimente  esatta  qualunque  sia  il  numero  delle  volte  che 
un  raggio  r  incontra  la  superfìcie  a  .  purc-hè,  nel  computo  di  UTi,^  ,  si  consideri 
come  positivo  o  come  negativo  1'  angolo  visuale  d' ogni  elemento  da  secondo  che 
quest'  elemento  rivolga  al  polo  la  sua  taccia  positiva,  (di  normale  )i)  o  la  sua 
faccia  negativa.  La  quantità  {a)g  è  dunque  =  4.t  quando  il  polo  è  interno  ad  S, 
è  (generalmente)  =  2jt  (juand' esso  è  sulla  su[)erficie  a  ed  è  =0  quando  il  polo 
è  esterno,  nel  (jual  caso  infatti  la  formula  (li),  deve  ridursi  alla  fG).  Dalla  mutua 
dipendenza  di  (pieste  due  formule  risnlta  poi  che  anche  la  (<!">_  continua  a  sussi- 
stere inalterata  (piando  la  funzione  ^  diventa  infinita  come  1  :  r  in  punti  discreti 
dello  spazio  S  o  della  superficie  a,  purché  tali  punti  sieno  in  ogni  caso  a  di- 
stanza finita  dal  polo  r  =  0. 

La  formola  ((J)^  costituisce  la  generalizzazione,  forse  non  ancora  avvei-fita.  di 
un  importante  teorema  dato  da  Gauss  per  lo  spazio  ordinario.  Per  questo  spazio, 
infatti,  r  rappresenta  il  raggio  rettilinso  che  va  dal  polo  ad  un  punto  qualunque, 
p  e  ij  sono  le  coordinate  angolati   di   (piesto  raggio  ed   //  è,   per  ogni  valore  di   r. 


—  415  — 

il   iiroilotto  (li   *■'   por   una   fun/.ioiu;  delle  sole  variabili  ^,   r/ ;  quindi  la  formula  (6) 
diventa 


1 


f'S'^f^:'-- 


i'^)o^o  . 


la  (jiiale  è  appunto  la  turniola  di  Gauss.  Facendo  'p  =  l  ,  ai  ottiene  la  notissima 
espressione  dell'  angolo  visuale 


^l 


<">»=;  i^;''"' 


<lata  dallo  stesso  Autore.  In  uno  spazio  qualunque  non    si    può,    dalla    corrispon- 
dente formola  (6)^, ,  dedurre  un'  analoga  espressione  di  (o")^  ,  giacché  non  si  ha  in 


generale 


^.(p)  =  ». 


come  avviene  nello  spazio  ordinario.  Ma  nel  seguente  §  vedremo  che  un'  espres- 
sione cosiffatta  esiste,  come  corollario  d'  un'  altra  formola,  che  generalizza  il  citato 
teorema  di  Gauss  sotto  un  aspetto  un  po'  diverso. 

La  segnatura  ((j)^, ,  introdotta  da  C.  Neumann,  e  adoperata  qui  per  designare 
l'angolo  visuale  d'una  superficie  chiusa,  si  può  utilmente  estendere,  come  fa 
quest'  Autore,  ad  un  pezzo  qualunque  di  superficie.  Così  il  simbolo  (da)  può 
servire  a  rappresentare  l'angolo  visuale,  rispetto  ad  un  punto  qualunque  p,  d'un 
elemento  di  superficie  da  ,  del  quale  si  deve  supporre  individuata,  con  una  op- 
portuna convenzione,  la  faccia  positiva. 


A 


Riprendiamo  1'  espressione  (3)^  del  secondo  parametro  differenziale  d'  una  fun- 
zione qualunque    U, 


Q        ^1, 
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e,  <l«jnotand()  con    1'  un'  ultra  ftiuzione  per  ora  qualunque,  formiamo  il  prodotta 

V  ^.  ^f()Q  _  1   ^   XQVL\)  iV 

Kiconlanilo   l'espressione  «lei   primo   jiaranietro  ilitil'eieiiziale  della    coppia     di    fun- 
zione   r,    r,   !<i    ricava   di   qui   l' identità 

ed  integrando  .s">pra  uno  spazio  qualunque  S 


/7^,rr^rA,r,«=vy':ì^ 


Se  le  due  funzioni  l'.  V  sono  nionodronie,  continue  e  finite  nello  spazio  S  e 
se  della  U  sono  continue  e  finite  anche  le  derivate  prime,  i  tre  integrali  conte- 
miti  nel  secondo  mendn-o  possono  essere  trasformati  col  teorema  (5)  e  si  ottiene 
così  l' equazione 

/  {à,UV-^-  VA^VhìS  -4-  I  V[I.jy(^l^  cos  (njc)}ìa  =  0  , 
•love  il  è  la  normale  interna  alla  superficie  a,  limite  dello  spazio  *S'.  Ma  (2),  (3)^ 

2,fV7r  cos  (n,i-)  =  2,,a,r,  p^  =  2,,.^,jv^'-  =  ^>  '^'^-  2,a,p,  : 

/.    J.V    >rkk  .    '    J  aaYaa    a  >,^^  Wì^a;.    a-,  ^      >^^^  ,i,  ^^    ^^^       k^ku    Aì  i 


dunque,    poiché    la    somma   'Lj^^iF^,^  è  =1    per  Ji  =  i    ed  è   =  0    per    ìi -^  i ,  si 
lia  semplicemente 


e  si  ottiene  così  la  formola 


Ci) 


Ha,  uv-i-  vA,U)ds  -^  I  V  ^  ,/(T  =  0 , 
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idi'iitioa  a  ijiiella  notissima  che,  sotto  «analoghe  condizioni,  si  stabiHscc  nello  spazio 
<n-(linario.  Nel  ^  4  della  citata  Memoria  Sui  paraìiic/ri  di/fercnzialc  questa  stessa 
tbrniola  è  dimostrata  per  (qualunque  numero  di  vai-iabili. 

Importa  notare  che  la  formola  precedente  sussiste,  come  il  teorema  (5)  donde 
venne  dedotta,  anche  quando  la  finizione  V  diventi  infinita  come  1  :  /•  in  punti 
discreti  dello  spazio  S  o  della  superficie  a.  Ma  non  si  potrebbe  fare  un'  ipotesi 
analoga  rispetto  alla  funzione    U. 

Per  esaminare  come  debba  modificarsi  la  formola  quando  quest'  ultima  fun- 
zione diventa  infinita  nel  modo  or  detto,  poniamo 

(a)  U—  U'  -^  '  . 

r 

-^ 
dove    V   è  una  funzione  mouodroma,  continua  e  finita    colle    sue    derivate    ])rime 
in  tutto  lo  spazio  S  ed  r  è  la  distanza  geodetica  del  punto  qualunque,  cui  si  ri- 
feriscono le  funzioni    U^    V,    L",  da  un  polo  situato  in  S  od  in  a.  Da    ciò  segue 
v\u\  in   ])riniu  luogo,   si  ha  (Ti 


(b) 


Ha^ u'v-i-  vA,u')dS  -^  /  r  ^  (/o-  = 


In  seco)ido  luogo,   le  equazioni   (4),   danno 

'\r'      )  —        r    cV  '  -^^^  r  II  :^r  [r  ) 


cppei-o 


donde  si  ricava 


-.M-'-->i-hhm=^' 


Applicando  quindi  il  teorema  (<))„,  nel  supposto  che  il  polo  r  =  0  non    cada    iu 
uno  degli  eventuali  punti  di  infinito  della  funzione    F,  si  ottiene 


■    ,  j' 


/;A,{\r)^i-A,l;.«  +  /r-^,.  =  w„F. 


T   Mu    VI. 


53 


—  41S  — 
Sommando  membro  a  inonilin.  quest"  equazione  colla  (h)  e  lieordando  la  segnatura 
(a),  si  trova  finalmente 


(7). 


/  {A,UV  -+-  T'A, U]JS  -^  I  V^^tìa  =  (ai, V, 


Tale  è  la  formola  che  subentra  alla  (7),  ed  in  cui  questa  rientra  come  caso 
particolai-e  (supponendo  che  il  polo  sia  esterno  ad  S),  quando  la  funzione  U  di- 
venta infinita,  come  1  :  r  in  un  solo  punto  di  6'  o  di  a,  mentre  la  funzione  T'  può, 
come  prima,  diventare  infinita  allo  stesso  modo  in  punti  discreti  di  S  o  di  a, 
purché  nessuno  di  questi  punti  coincida  col  jiolo  di    U. 

Se  si  suppone  che  amendue  le  funzioni  U,  V  sieno,  senza  eccezione,  niono- 
drome,  continue  e  finite  colle  loro  derivate  prime  in  tutto  lo  spazio  S,  sussiste 
non  solo  1'  equazione  (7),  ma  eziandio  la  seguente,  che  si  deduce  da  quella  per- 
mutando fra  loro  le  due  funzioni  : 


(f) 


pà,UV  -+.  UAJ^)dS  -+.  I  U^^  da  =  0  ; 


epperò,  combinando  le  due  equazioni  per  differenza,  si  ottiene  la  nota  formola  di 
Grki:x 

( K)  I  ( UA^ V  —  FA, U)(IS  -^  Uu^;^  —  V^^)da  =  0 . 

Se  invece  si  suppone  che,  continuando  la  funzione  V  ad  avere  lo  proprietà, 
anzidette,  senza  eccezione,  la  funzione  U  diventi  infinita  come  1  :  r  in  un  solo 
punto  r  =  0  dello  spazio  <S'  o  della  superficie  a ,  combinando  per  differenza  le 
due  equazioni  (7)^  e  (e),  si  ottiene  1'  importantissima  formola 

(Sì,,  I  ( UÀ, V  -  VA^, UyìS  ^j(^U^Z_v ^^j da  -^  (a),  V^  =  0 , 


che  costituisce  il  teorema  di  Green  propriamente  detto. 

Abbiamo  fatto  allusione,  nel  §  precedente,  ad  una  formola  che  generalizza, 
in  un  senso  diverso  dalla  (6),, ,  il  teorema  di  Gauss  ricordato  nel  §  stesso.  Questa 
formola  non  è  altro  che  la  stessa  (7)^,  qualora  si  aggiunga  l'ipotesi   che  la  fuiì- 
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zioiic    U  soddisfaccia,   in   tutto   lo   spnzio   .S',   all' iMjuazioiu;  A^,U  =  i)  ;  essa  è  quindi 
la  seguente  : 

(9) 


J  AJ'VdS  -^j^V^lda  =  (a)J\. 


Infatti  designando  con  /,'  la  normale,  in  un  i)unto  qualunque  dello  spazio  S',  alla 
superfìcie  C7=  Cost.  che  passa  per  questo  punto,  normale  diretta  nel  senso  in  cui 
U  decresce,  si  ha  (Memoria  Sui  ■paraìudri  differenziali,  §   .'{) 

^V      

Ail'Vz=  —  -—  i/A^U  ,  (radicale  positivo). 

La  precedente  equazione  si  j^uò  dunque  scrivere  così: 

Ora  nello  spazio  ordinario  si  soddisfi),  a  tutto  le  condizioni  prescritte  in  questa 
formola  alla  funzione    U  ponendo 

e,  in  tale   ipotesi,   la  formola  stessa  coincide  esattamente   con   (|Uellii   di   Gauss. 

L'importante  corollario  al  quale  ab])iamo  pur  fatto  allusione  nel  i;  precedente  si 
ottiene  ponendo  nella  formola  (D)    I'=r  1.  con  che  si  ha 

(9).  «y\  =  f  ,-^^'- 

Quest'  espressione  generale  dell'  angolo  visuale  d'  una  superfìcie  chiusa,  rispetto  ad 
un  punto  qualunque  dello  spazio,  corrisponde  estitfikmente  a  quella,  gìh  citata,  di 
Gauss,  nella  quale  t^  riceve  il  valore  [)artieolare  l:r,  ammissibile  soltanto  nello 
spazio  ordinario. 

Se  anche  nell'equazione  (S)^  si  suppone  che  U  sia  una  funzione  soddisfacente, 
oltreché  alle  condizioni  j;ià  ammesse,  all' ec[ua'/ione  A.,r=0,  si  ottiene  il  teorema 
di  Green  nella  forma  più  ristretta,  ma  di   i)lù   tVe<iueute  applicazione, 


(IO) 


'">"'•.= /('•''--'■^)"" -/"-'"'«■ 
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Supponendo  infine  che  la  funzione   V.  monodronia.  continua  e  finita  colle  sue  de- 
rivate prime,   soddisfaceia  anch' essa  in   .S   all'  ef|ua7.ione    A,r=n.    .si    ottiene    il 
teorema  stesso  nella  forma  semplificata 

che  è  quella  di  cui  più  spesso  occorre  di  far  uso.  In  ogni  caso  1'  infinito  della 
funzione  U,  cioè  il  polo  r  =  0 ,  può  essere  situato  dovunque,  non  esclusi  i  punti 
della  superficie  a. 

L'  estendil)ilità  del  teorema  di  Green  al  caso  del  polo  situato  sulla  superficie 
è  stata  avvertita  primieramente  da  Betti  {Tcon'ca  (Ìcì/c  forzi  ne/rfoìiìo ne.  Vmi  1870; 
§    XI j. 


S  r,. 


Xel  ^  precedente  abljiamo  considerato  nnn  funzione  l  dotata  delle  }uupriet;\ 
seguenti  : 

1")  di  essere  monodroma,  continua  e  finita  colle  sue  derivate  prime  in  tutti 
i  punti  di  un  certo  spazio,  ad  eccezione  di  un  solo  ])unto  o  polo  /•  =  n ,  nel 
quale  essa  diventa  infinita  come    1  :>•; 

2")  di  soddisfare   in  tutto   il  detto   si)azio  all'equazione  A.,r=(i. 

Tua  tale  funzione,  che  in  generale  non  è  punto  determinata  da  (pioste  cou- 
dizioni, contiene  (indipendentemente  da  altri  eventuali  parametri)  le  coonliiuìte  di 
due  distinti  punti  dello  spazio,  uno  dei  (piali  è  il  i)unto  raii'ahiìe  cui  si  riteriscono 
i  suoi  diversi  valori  finiti,  1'  altro  è  il  punto  Jiaso,  o  ^jo/o,  ove  essa  diventa  infinita 
nel  modo  prescritto. 

Ciò  posto,  consideriamo  iiu  certo  spazio  determinato  ed  invarialjile .  che  di- 
remo S,  denotiamo  con  p  un  punto  qualunque  di  questo  spazio  e  con  U  una 
funzione,  del  tipo  di  L\  che  diventa  infinita  nel  punto  |)  e  che  soddisfa  in  S  al- 
l'equazioue  A„[''  =0  (dove  naturalmente  il  simbolo  A.,  si  riferisce  alle  coordi- 
nate del  punto  variabile).  Una  tale  funzione  non  è,  come  dicevamo,  determinata, 
ma  si  può  concepire  che,  in  virtù  di  qualche  legge,  ad  ogni  pido  /*  corri- 
sponda una  unica  e  determinata  funzione  U  .  Ammesso  ciò,  consideriamo  una 
espressione  della  forma 

(11)  T'=  2f;«/^,  .  oppure  V  =  j  Udw^^  , 
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cioè  una  soiiuna,  iiuita  od  infinita,  di  })ro(lotti  (jia.sciiiio  (ki  (jiiali  si  ritcrisco  ad 
un  punto  isolato,  oppure  ad  un  elemento  lineare,  sujjerflciale  o  soliilo.  esistente 
nello  spazio  S,  ed  è  formato  eon  un  fattore  costante  w?^^,  oppure  din  ,  ciie  diremo 
massa  del  punto  o  dell'  elemento,  e  con  nn  fattore  variabile  che  è  la  funzione 
J7  ,  il  cui  polo  è  in  (pici  punto  od  in  quel)'  elemento  ed  il  cui  punto  varialnle  è 
situato  dovunque  in  S.  ma  è  lo  stesso  per  tutte  le  analojilie  funzioni  U  eoiiteiuite 
nella  somma. 

Qnest'  espressione  T',  manifestamente  analoga  ali'ordinariii  funzioiir  jtotenziale. 
ò  una  funzione  delle  coordinate  del  comune  punto  varili  bile  che  è  sempre  mono- 
droma,  e  che,  in  oeiierale,  ò  continua  e  finita  colle  sue  derivate  prime.  Più  preci- 
samente, come  si  riconosce  colle  ordinarie  considera/ioni,  la  funzione  I'  è  continua 
e  linita  in  tutto  lo  spazio  S  quando  le  masse  sono  distribuite  in  due  od  iu  tre 
dimensioni  ;  essa  diventa  infinita  come  1  :  r  nei  punti  discreti  dotati  di  massa  e 
diventa  infinita  come  log  i;  lungo  ogni  linea  dotata  di  massa,  2;  essendo  la  distanza 
normale  da  questa  linea.  Quanto  alle  derivate  prime  di  P,  esse  sono  continue  in 
tutto  lo  spazio  S  solamente  quando  le  masse  sono  distril)uite  in  tre  dimensioni; 
^ono  discontniue,  ma  finite,  nei  posti  occupati  dalle  masse,  quando  queste  sono  di- 
stribuite in  due  dimensioni,  e  sono  infinite  nei  posti  stessi,  quando  le  masse  sono 
distribuite  in  linee  od  in  punti  discreti.  Dalle  stesse  ben  note  considerazioni  si 
deduce   che,  qualunque  sia  la  direzione   »,  si   ha 

—  =  >;  —^  m    ,  oppure  =  «         ^'  r/;»  , 

i^»  hi    ^  /    r»» 

purché  il   punto  cui  si   riferisce  la   funzione    V  non  sia   sede  d'  una   massa  finita,   e 
neppure  appartenga  a  linee  od  a  superficie  dotate  di  densità  finita. 

Consideriamo  ora  una  superficie  chiusa  a  esistente  iu  S  e  non  avente  parti 
comuni  cou  superficie  dotate  di  massa,  uè  contenente  lince  o  puuti  discreti  dotati 
di  massa  ;  denotiamo  con  n  la  sua  normale  interna  e  formiamo  1'  integrale 


I    ^ —  da  =  2.111    I         '  dff  ,  oppure  :=  f  dm    1         ^ 


Avuto  riguardo  all'  equazione  (9^^  si  ha,  nel  primo  caso, 


/(T 


f 


^  rfff  =  E((T  )  m ,  =  -ìjtM-  , 


dove  M:^  è  la  somma  delle  masse  di  tutti  i  punti  materiali  interni  alla  superficie  a. 
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Nel  secondo  caso,  si  possono  escludere  gli  elementi  drn^^  che  giacciono  negli  intorni 
dei  punti  di  a,  poiché  dalle  ipotesi    fatte    circa    questa   superficie    risulta     che   le 
masse  di  tali  elementi  non  possono  mai  comporre  una    somma    finita.    Siamo    così 
ricondotti  al  primo  caso  e  si  ha  di  nuovo 

(12)  j    ^^  ^ìa  =  4.TX-  , 

dove  3/3  indica  la  somma  delle  masse,  coinuni(Ue  distribuite,  che  cadono  nell' in- 
terno di  O". 

Da  questa  proprietà  generale  si  deducono  quattro  teoremi  distinti,  relativi  ai 
quattro  casi  in  cui  le  masse  occupano  spazii,  superficie,  linee  o  punti. 

Nel  primo  caso,  nel  quale  tanto  la  l'unzione  V  quanto  le  sue  derivate  prime 
sono  dovunque  continue  e  finite,  Inasta  api)licare  1'  equazione  (8)  dopo  aver  fatto 
in  questa    V:^\.  giacche  l'equazione  (12 1  diventa  por  tal   m<idu 


/ 


(Aj'-t-  4j7kyìs  =  0  , 


dove  ì:  è  la  densità  nell'  elemento  dS  dello  spazio  S  contenuto  in    u  ;    e  ,    poiché 
questo  spazio  jniò  essere  qualunque  (in  S),   si   ottiene  così   il  priiiìo  teorema: 

(12)„  A,F-h4.t/=i». 

Nel  secondo  caso,  nel  (piale  la  sola  fiiii/ione  V  è  dovunque  continua  e  finita, 
bisogna  considerare  dapprima  un  pezzo  finito  ij ^  d'una  superficie  dotata  di  massa, 
e,  dopo  averlo  circondato  con  una  superficie  chiusa  (j,  bisogna  immaginare  che 
questa  superficie  si  accosti  indelinitamenti!  a  (7^,  da  amendne  le  parti.  Invertendo 
le  normali  ii  di  a  e  facendole  coincidere,  al  limite,  colle  opposte  noi'uiati  iì  ed 
ìi    di   (T„  ,   si  deduce   per  tal   modo  dall'equazione   (12) 


f[ 


)^''^o 


dove   //   e   la  densità    nell'  elenuafo   Jo"^,   e    1',^   è   (piella   parte   di    I^  clie   >i    riti  ri-^<'c 
al   pezzo  (j^.   Ora   se   si    pone    1'=  ^'0   +-  ^'j   ^'    hn.    in    ogni    punti)   di   0"",,. 


-   -t-         =  <>  ; 
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fjuliidi  la  prteecleiite  cqua/.iouc  si  può  ycriveru  cosi  : 


_/Ìd4'-^L?-^H^^^'''=^'' 


0,  poiciiè  O'q  è  lui  pezzo  qualuii(|U(j    della    totale    superficie    dotata    di    massa,    si 
ottiene  il  ■'iccondo  teorema 

(12),  ^^  ^^Z  ^  ijth  =  0  .  ' 

on         i>n 

Nel  terzo  caso,  bisogna  di  nuovo  considerare  un  tronco  Sg  d'una  linea  dotata, 
di  massa  e,  dopo  averlo  circondato  con  una  superficie  chiusa  a  ,  bisogna  imma- 
ginare che  questa  superficie  si  accosti  indefinitamente  ad  .9^ ,  da  tutte  le  parti. 
Invertendo  le  normali  n  di  a ,  facendole  coincidere,  al  limite ,  colle  normali  v 
della  linea  s^  e  ponendo  da  =  vds^dd ,  dove  vdd  è  l' elemento  d' un  cerchietto 
nvente  per  asse  da^  e  per  raggio  v  ,  si  deduce  dall'  equazione  (12) 

od  anche 

dO  -h  4rrc/     ds„  =  0  ,         (lim  v  =  0) 


/If^ 


dove  y  è  la  densità  nell'  elemento  rfò'^^  .  Ora  se  si  pone   V  =  F^  -+-  V^ ,   si    ha,   in 
ogni  punto  di  s^ , 

V  —  '  =  0  .  (lim  V  =:  0) 

quindi  la   procedente  equazione  si  può  scrivere  così  : 

e,  poiché  o>y  è  un  tronco  qualunque  della  totale  linea  dotata  di  massa,  si    ottiene 
il  tci'30  teorema 

V  ~  dd  -i-  iTTCf  =z  0  ^         (lim  V  =  0). 
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Auiuiuttendo,  come  si  fa  di  solito  dietro  note  considerazioni,  clie  in  un  punto  or- 
dinario della  linea  il  limite,  per  v  =  0 ,  del  prodotto  sotto  V  integrale  sia  indi- 
pendente dalla  direzione  di  2',   si  ha 


.   i 

V 


J 


V  -r—  da  =  -Ijiv  -  -  , 
0?.'  Oj; 


ed    il   terzo  tcnrcnia  diventa 


(12),-  V  .  -  •+  -y  =  '^  ,        <'i"i  i'  =  'J)- 

Finalmente,  nel  (piarto  ed  ultimo  caso,  stringendo  o  intorno  ad  un  imuto 
dotato  di  massa,  invertemlo  le  normali  n,  faeendole  coincidere,  al  limite,  colle 
g'eodetielie  /■  uscenti  d;il  punto  stesso  e  ponendo  da  =z  r''\(I(T)  ,  dove  (da)  è  T  an- 
"olo  visuale  dell'  elemento  da  rispetto  al  punto  /•  =  0  ^  ,-~i  deduce  dnll' c(pinzIone  (12) 
il   ij/inrfo   teorema 

(12),  I  /■"' (da)  -4-  4.TH/  =  0  .  (lini  r  =  0) 

7         òr 

dove  ///  è  la  massa  del  puntu  /•  =  0.  Aunnetteiido  che  il  limite,  per  f  =i  0 ,  <],  I 
fattore  di  (da)  sia  indipcu  lente  dalla  dii-ezionc  di  /• ,  (juesto  fpiarto  teorema  di- 
venta 

(12)  .  /■''  V 1-  w;  =  0  ,  (lim  r  =  0). 

'  /■ 

Ogiuni  vede  che  (piesti  teuremi,  validi  tutti  entro  il  i-iuiipo  ^^  ,  sun(j  identici  a 
(juolli  che,  nelle  analog-lie  circostanze,  sussistono  per  le  ordiiiai-ie  funzioni  poten- 
ziali. Per  ottenere,  rispetto  alle  funzioni  (11).  una  teoria  identica,  in  tutti  i  suoi 
lineamenti  essenziali,  a  quella-  delle  anzidette  funzioni,  non  manchercljlie  clic  la 
dimostrazione  delle  proiiiàetà  analo-he  a  (pxelle  che  le  ordinarie  funzioni  poten- 
ziali posseg'gon(j  nei  punti  all' inlinito.  Ma.,  per  rendere  possiliile  una  tale  dimo- 
strazione, biso^iiere!)lie  innanzi  tutti)  poter  riiìiuovere  la.  rcatrizioue  di  un  campo 
limitato  (S)  e  supporre  che  (piesto  campo  f^sse  illimitato  in  ogni  senso,  senza  che 
la  funzione  deiioininata  IJ ^  cessasse  di  possedere  tutte  le  ]u-o]U'ietà  che  le  ahhiamo 
attriliuitc.  Oi-a.,  anehe  lasciando  in  dis[)arte  gli  spazii  del  tipo  ricniauniano ,  ci 
semhra  dilìicile  stabilire  in  proposito  alcuna  [iroposizionc  generale.  Tuttavia,  per 
giustilicare  le  c<nisiderazioni  precedent',  hasterà  osservare  (die  vi  sono  per  h> 
meno  diu'  casi    nei    ([Uali   si    può   etfettivaniente   determinare   una  torma  di   /  ^  valida 
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incondizionatamente  in  tutto  lo  spazio  ;  e  cioè  il  caso  dello  spazio  ordinario,  nel 
quale  si  ha,  come  è  notissimo, 

r~l 

e  quello  dello  spazio  pseudosferico  di  raggio  R^  nel  quale  si  ha 

U^  =  li  coth  4  -+-  Cast.  , 
'  Ji 

o  meglio,  determinando  la  costante  in  modo  che    U    si  annulli  all'  infinito, 
(13)  £;^  =  i2(coth^-l). 

Del  primo  caso  non  occorre  aggiungere  parola.  In  (juanto  al  secondo  caso,  annul- 
landosi all'infinito  ogni  t/,  ed  ogni  T',  risultando  finito  il  limite,  per  r  =  co  ,  di 
ogni  prodotto  della  foi-nia 

^r     . .,  ,• 

— -  senlr  — 
Dr  E 

V,  finalmente,  putendosi  il  qiuidrato  dell'  elemento  lineare  ridurre  alln   nota  forma 

ch^  =  dr"  -+-  lì'  senh^  —  di;'~ , 

II 

dove  de;  è  l'elemento  lineare  di  un'ordinaria  superficie  sferici  di  raggio  1,  col 
centro  nel  polo  /•  =:  0 ,  si  riconosce  subito  che  l' integrale 


/(-^--^)- 


esteso  ad  una  qualunque  regione  della  superficie  all'  infinito,  è  sempre  nullo.  Xe 
segue  che  i  te'oremi  di  Green  possono  essere  applicati  ad  uno  spazio  infinito  e 
che  si  possono  quindi  stabilire,  per  le  funzioni  potenziali 

(13)^  V=:  li  I  ("coth  ^  —  l\dm 

dello  spazio  pseudosferico,  tutti  i  teoremi  generali  relativi  alle  funzioni  potenziali 
(ordinarie. 

TOMO    VI.  54 


426 


§0. 


Basandosi  sulle  consitlerazioui  del  §  precedente  ed  arrestandosi  all'ipotesi  d'uno 
spazio  nel  cjiialc,  come  nei  due  casi  ivi  eitati  da  ultimo^  si  possano  realizzare  in- 
condizionatamente tutte  le  caratteristiche  d'  una  funzione  potenziale,  non  s'incontra 
più  alcuna  difficoltà  ad  estendere  ad  un  tale  spazio  le  proposizioni  sulle  quali 
abbiamo  fondata,  nella  Nota  ricordata  nel  proemio,  la  dimostrazione  delle  formole 
di  Maxwell. 

Supponendo  che  le  masse  sieuo  distril)uite  soltanto  in  due  ed  in  tre  dimen- 
sioni, denotando  con  V  la  loro  funzione  potenziale,  con  //  e  /.■  le  densità  superfi- 
<inle  e  cubica  e  ponendo 


(U) 

si   ha 

i   /[  ^  0  ,  in  ogni  punto  di  a  , 

»   A  =  0  .  in  ogni  punto  di  S  , 

dove  S  indica  lo  spazio  hifmito  e  ff  la  superficie  od  il  gruppo  delle  superficie 
dotate  di  massa,  superficie  di  cui  n,  n  sono  le  due  normali  opposte  in  uno  stesso 
punto.  Denotando  inoltre  con  P  il  potenziale  della  distribuzione  (/«, /^)  sopra  sé 
stessa,  si  ha 

Si  formi  ora  1"  espressione 

/  H  ^"  "^  ^"'  da  -f-  j  KUdS  , 

dove  r  è  una  funzione  che  si  annulla  all'  infinito  e  che  è  continua  in  tutto  lo 
spazio  ad  eccezione  dei   punti  della  superficie  a.  sulle  cui  due  foccie  ossa  prende 
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i  valori  (lesi<rnati  con    U^,    U^-.  >So.stitueu(lo  in  (|ucsta  espressione.  la  quale  è  n  4) _ 
identicamente  nulla,  i  valori  (14)  di  //  e  K  e  tenendo  conto  della  relazione 


che  sì  deduce  dalla  formola  (e)  del  §  5  considerando  S  come  uno  spazio  limitato 
dalla  superficie  all'  infinito  e  dalle  due  faccie  delle  superfìcie  rr.  si  ottiene  l'ej^ua- 
alianza 


)  •         0  =  pi  ^"  "^  ^'■'  da  -4-  jkUdS 

■Ì7T  f        '  8jT  /         "  "    \  hi  Dh   / 

Si  ponga  in  questa  eguaglianza 


(a)  U=dV=l^-^dq, 

^q 


dove  la  somma  si  riferisce  alle  tre  coordinate  generali  q^,  q.,,  q^,  e  dove  d^q  . 
^1si  ^Is  sono  variazioni  arbitrarie  ma  dovunque  continue  di  queste  coordinate.  1 
valori  U  =r.dV  ,  U  ■  ^=  dV .  sono  efiettivamente  diseouali ,  i)ercliè  le  derivati- 
prime  di   V  sono  discontinue  nei  punti  di  a. 

Si  dimostra,  in   primo  luogo,  esattamente  come  nella  Nota  citata,  che  si  jia 


ià) 


Ch  ^^""^^^'■'  da  -H  ikdVdS  =  dP . 


dove  dP  è  r  incremento  che  riceve  il  potenziale  P  quando  tutti  i  punti  della  di- 
stribuzione (/«,  /;)  subiscono  gli  spostamenti  dovuti  alle  variazioni  Òq  delle  loro 
coordinate  (la  funzione  V  restando  sempre  riferita,  come  ajiparisce  dal  valore  {a) 
di  dV ^  alla  distribuzione  originaria). 

In  secondo  luogo,  per  essere  costantemente  nulla  la  differenza    K^  —  V  ■  sulle 
superfìcie  e,  e  per  essere  quindi  continue  le  derivate  prime  di  V  tangenzialment^ì 
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a  queste  superficie,  si  ha 


(U)ve  òli  è  la  conipoiicntc  dello  .spostamento  (d'q)  secondo  la  normale  n;  e  di  (piì 
risulta 

Ma,  immaginando  per  un  momento  che  la  funzione  V  sia  formata  con  tre  varia- 
bili 2>,  Q,  ■>'  della  specie  di  quelle  di  cui  è  parola  alla  fine  del  §  1 ,  e  propria- 
mente considerando  il  punto  variahile  cui  si  riferisce  V  come  definito  dalla  di- 
stanza geodetica  /•  che  esso  ha  dalla  superficie  a  e  dalle  coordinate  j;,  (2'  del  punto 
di  a  donde  esce  la  geodetica  r,  si  ha  dalla  prima  delle  equazioni  (4),  ,  applicata 
ai   punti  contigui  a  a,  dall'  una  e  dall'  altra  pai-te, 


(^)'  --'v-/'^.-(^y 


Ora  le  espressioni  A^'F^,  A/F^. ,  sono  fra  loro  eguali,  perchè  formate  colle  sole 
derivate  di  F  parallele  alla  superficie,  le  quali  sono  continue  attraverso  a  questa  : 
si  ha  dunque 


A,F  —  A,F. 

i       'Il  J       n 


e 


ppero 


In  virtù  delle  formole  (rt) ,  (i) ,  (r)  l'equazione  (15)  diventa 

<'••)„  ^^i'  =  ^f  \(v,  ^y)ds -t-  4/ (^.K -  ^v ' V)^'«« 

D'  altronde  si  ha 

01)  A,(I^  ÒV)  =  2A,(f  ^^)dq  -h  SA/F,  àq)  1^  , 
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e  dalla  forinola  di  definizione 


A  F-2   p     ^J^^l 


KJ  deduce 


Ne  consegue 
e  quindi 

formola  clie,  in  virtù  dell'identità 
si  può  scrivere  così  : 

sostituendo  in  (d)  si  ottiene  quindi 

Così  preparata  l'espressione  di  A^(F,  ^P"),  bisogna   farne    la    sostituzione  nel 
fiecondo  membro  dell'equazione  (15)^.  Ora,  senza  effettuare  subito  tale  sostituzione, 
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osserviamo  che  dal  teorema  (ój,    applicato    alio    spazio    infinito    con  riguardo  alla 
superficie  di  discontinuità  a  ,   si  ha 

=  ~  j{\,  F  -  A,  F  O/e^  cos  (»,  i)Òqd<j  , 
e  quindi  (2) 

Ma  la  formola  (1)  ,  supponendo  che  1'  elemento   ds  sia    nella    direzione    it    e   che 
l' elemento  t^s-  sia  quello  che  rappresenta  lo  spostamento  {dq) ,  dà 


dn  =  ^s  cos  (»,  ds)  =  2,/A.  ^-^  ^V. 

Oli 


si   ha  dunque 


Ne  risulta  che,  mediante  1' accennata  sostituzione  dell' espressione  (e?)  nell' equazione 
(15)^,  si  ottiene 

hP-    ^     y   C^AiV  rìn^^^^         A,V:>(QcJq),  1     T  ^^^'".o 

Ora,  essendo 


^'""''~^"'-H.^1.   ' 

se,  per  brevità,  si  pone 

(15). 

.si  ha 

A,(V,òq:)  =  \Rj^^ 
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e  quindi 


v:A,(F,^.;)^  =  S,A. 


Di  (|in  risulta 

4;^/      ''*^    '*'•         -        "'■'^  J^^  ì>q^  87tJ       Q  i)q 

o  meglio 


§  7. 


Fa  d'uopo  ora  trasformare  T  espressione  (15)^,  testé  ottenuta  per  ^P,  iu  guisa 
da  identificarla,  se  è  possibile,  con  quella  di  un  lavoro  di  forze  elastiche. 

A  tal  fine  bisogna  innanzi  tutto  stabilire,  facendo  uso  delle  coordinate  gene- 
rali j,  le  formole  fondamentali  relative  alla  deformazione  infinitesima  d'  un  mezzo 
continuo  ed  alle  pressioni  clic  si  possono  verificare  in  un  tal  mezzo. 

Dall'  equazione  ri) 

facendo  variare  con  continuità  la  posizione  d'  ogni  punto  (q)  d'  un  certo  spazio  S. 
che  può  essere  quello  occiipato  da  un  corpo  clastico,  si  deduce 

2iìs  (Jds  =  ^,,QJdq,ddq,  -H  dq,ddq,)  -H  \,ÒQJq,dq^  , 

equazione  che,-  per  essere 

ddq,=.I.^^dq, 


<\   può  scrivere  cosi  : 


ds 
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Ponendo  dunque 

8Ì  ha 


e  poiché  le  tre  quantità 


^(],  ^?^  1^3. 


non  dipendono  che  dalla  direzione  ai-bitraria  dell'elemento  lineare  ds ,  è  chiavo  elic- 
la deformazione  infinitesima,  risultante  dalle  variazioni  continue  Òf^  delle  coordi- 
nate 5',  e  consistente  essenzialmente  nell'  alterazione  delle  lunghezze  degli  elementi 
lineari,  è  definita,  nell'intorno  d'ogni  punto  dello  spazio  S,  dai  valori  delle  sei 
quantità  infiaitesiinf  L.  .  senza,  che  sia  necessario,  per  il  momento,  di  precisare 
più  da  vicino  il  significato  geometrico  di  queste  sei  quantità,  del  quale  ci  occupe- 
remo in  seguito  (§   10). 

Ora  supponiamo  che  lo  spazio  S  sia  quello  occupato  da  un  corpo  o  da  un 
mezzo,  fjià  deformato  ed  equilibrato  sotto  l' azione  di  date  forze  esterne.  Denote- 
remo con 

FaIS,         FJS,         F,dS 

le  componenti  ohlique,  secondo  le  direzioni  1,2,3,  della  forza  esterna  FdS  agente 
suir  elemento  di  vohime  dS  e  con 

le  analoghe  componenti  della  forza  esterna  pda  applicata  ali"  elemento  da  della 
superficie  a  che  limita  lo  spazio  S. 

Per  esprimere  le  condizioni  d'  equilibrio  del  si-tema,  inmiaginiarao  che  ogni 
s;io  punto  (q)  subisca  un  ìuwvo  spostamento  (virtuale) ,  in  virtù  del  quale  le  sue 
coordinate  diventino  (q  ■+-  <")'./),  e  calcoliamo  il  lavoro  virtuale  che  ne  risulta  per 
le  forze  esterne  ed  interne. 

Se  la  direzione  della  forza  F  è  quella  dell'  elemento  lineare  ds  che  va  dal 
punto  [q)  ove  la  forza  è  applicata,  al  punto  {q -h  dq) ,  si  ha  evidentemente 

F  F  F  F, 
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ossia 

(17)  ds  :  dq,  :  dq^  :  dq^  =  F  : -^  :  Jj^  :  Jjr ' 

In  virtù  di  questa  proporzionalità,  la  formola  (\)^  si  converte  nella  seg'uente 

(17).  Fds  cos  (F,  ds)  =  2,,  -^  FA,  : 

il  cui  primo  membro  è  il  lavoro  clell;i  forza  F  durante  lo  spostamento  ds  del  »uo 
punto  d'  applicazione.  Il  lavoro  virtuale  sviluppato  dalla  forza  esterna  FdS,  che 
agisce  suir  elemento  di  volume  dS,  è  dunque  espresso  da 

iF,dq,  -f-  Vjq,  ■+-  Y,dq,)dS , 
dove 

(18)  "P      =Z    ^'"^    '         [        ^/iS       ?        ■  <!h3^  3 

Analogamente,  il  lavoro  sviluppato  dalla  forza  esterna  'pda.  che  agisco  sull'elemento 
di  superficie  da,  è  espresso  da 

dove 

/^..  /e».  \/Qss 

Le  quantità  F* ,  $/,  hanno  un  si-nificato  molto  semplice  che  è  utile  notare.  Se 
nella  formola  (17)^  si  suppone  che  l' elemento  ds  ab1)ia  la  direzione  /;,  si  ha 
ds  =  [/  Qi,h  dq^  e  i  differenziali  dq  relativi  alle  altre  due  coordinate  sono  nulli  :  quindi 
la  detta  formoja  diventa 


Di  qui  (18),  (18)^ 

(18),  ^  =  i7'cos(F,/0,  ^  =  (^cos(^,;0, 
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e(|uazioni  i  cui  .secondi  membri  sono    le    componenti    ortogonali   delle    forze    t'.  (p 
secondo  le  direzioni  ^  =  1  ,   2  ,   3. 

Quanto  alle  forze  interne,  poiché  esse  non  isviluppano  lavoro  !se  non  in  quanto 
r  immaginata  deformazione  (virtuale)  altera  le  lunghezze  degli  elementi  lineari, 
ammetteremo  che  il  loro  lavoro  virtuale,  nell'elemento  di  volume  dS,  sia  espriini- 
mibile  nella  forma 

(19)  ds:s„,L„,]\i,,,      r3/«  =  -i4) 

dove  le  quantità  Li,,,  sono  quelle  definite  dalle  formolo  (IG)  e  le  quantità,  per  oi-a 
incognite,  il//,;  sono  certe  funzioni  continue  delle  coordinate,  che  dipendono  dallo 
stato  di  tensione  del  corpo  deformato  ed  equilibrato. 

Dietro  quanto  precede,  l' equazione  generale  d'  equilibrio  è  la  seguente  : 


(20) 


J;K,,„  ^  P,V,,  ^  I,,,,,..  ^j:,fy,  ^  „,,,.  ^  *,,,,;.. 


H-  pS2„,L,„M,,  =  0, 

e  per  dedurne  le  equazioni  ordinarie,    indefinite    ed  ai  limiti,  bisogna  trasformare 
l'ultima  parte  del  primo  membro,  cioè  l'integrale  dell'espressione  (19). 
In  virtù  delle  formole  (IG)  que.st' espressione  equivale  alla  seguente 

2„  ^^  s,g,.ji,,  H-  ]:^,jijQ,,  ;  ds 

o.  più  semplicemente,  a  quest'  altra 

^>.\^iJp''-^-,M,jQ,,[dS, 
dove  si  è  posto 

(21)  p,„  =  :^,Q,ji, . 

Il   totale  lavoro  virtuale  delle  forze  interne  è  quindi  espresso  da 
(21)„  2,,  I    Ca,,  ^-^  dS  +  '^CM,,dQ,JS    . 

Ora  si  ha  identicamente 
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cppcrò,  tni'^t'onnaiido  il    primo  integrale  del  secondo  membro  culla  toiiuola  lò).  si 
ottiene 

/'k.  ^'  d^  =  -f^;-  ^^^  f  -  /^-/^^  -«  ('''  ^^^'^^.^^  ' 

dove  il  è  la  normale  interna  alla  superficie  a.  L'espressione  Ciì)^  del  lavoro  vir- 
tuale interno  diventa  per  tal  modo 


Consideriamo  dapprima    il    gruppo    degli    integrali  di    superficie    contenuti    in 
quest'  espressione,  grujjpo  il  (piale,  ponendo  per  un  momento 

(21),,  ^kéJ-ul/Qu  cos  {il,  /.•)  =  ;/;,  , 

si  i-iduce  alla  forma 


-/ 


dr^t'^'J,  -+-  Ir'^^li  ■+-  .''3<"^!/.v>^0'  • 


Immaginando  sostituita  l'espressione  ('^U^  nel!' equazione  (20),  la  quale  deve  essere 
soddisfatta  qualunque  sieno  le  variazioni  dq  sotto  gli  integrali  di  superficie,  si 
ottengono  subito  le  equazioni  ai  limiti,  nella  forma 

ossia  (18),,,  (21),, 

(22)  (^i/^;,  cos  (rp,  h)  =  2:,/A;,,|/(X  cos  (n,  k)  ,         {h  =  1,2,3). 

Si  giunge  però  ad    una  forma  più  semplice,  ossers'ando  che  queste  equazioni, 
le  quali  equivalgono  (18)^  ,    alle  seguenti 

2,  -4é-  =  2,..^,,i/C  cos  (n,  k) , 

possono  anche  (21)  scriversi  nel  modo  che  segue: 

2,.^,,  I  A  _  2^  .i/.^j/  ^^  cos  {H,  k)  1  =  0;  (/.  =  1 ,  2  ,  3) 
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ora,  poiché  il  determi iiante  (Ielle  finizioni   Q,,!,  non  è  nullo,  il  sistema  di  queste  tre 
equazioni   può  essere  sostituito  dal  seguente 

(22),  f,  ^  /^  \My  C  cos  (n,  lo  ,  a  =:  1  ,  2  ,  3) 

nel  quale  figurano  direttamente  le  sei  quantità  J/,,;  .  Queste  sono  le  equazioni  ai 
limiti  ridotte  alla  loro  forma  piiì   semplice. 

Come  è  noto,  queste  ecjuazioni  sussistono  per  ogni  elemento  piano  di  normale  ;/, 
immaginato  nell'  interno  del  corpo,  qualora  (^^,  (^.,,  (p^  rappresentino  le  compo- 
nenti (oblique)  della  pressione  unitaria  esercitata  su  questo  elemento  da  quella 
parte  dui  corpo  che  giace  nella  regione  opposta  ad  n.  Da  ciò  emerge  innnediata- 
mente  la  definizione  precisa  delle  funzioni  M,,^. 

Tuttavia  riesce  pii!i  comodo  considerare,  in  luogo  di  queste,  sei  nuove  funzioni 
(pi,;, .  che  si  ottengono  ponendo 


giacché  in  tal   modo  le  equazioni  (22ì^  assumono  l'ordinaria  forma 

(23)       '  9„  =  p^.,  cos  u/,  1  )  -+-  -p^^  cos  (h,  2)  H-  (p.^^  cos  (h,  3) ,  (p^^  =  f,. , 

'  fs^fs,  co^'^  0^  1)  H-  f>5o  cos  (n,  2)  -1-  (p^^  cos  (n,  3)  ;  (p^^  =  (p.^^ . 

Il  lavoro  virtuale  interno  (19)  prende  al  tempo  stesso  la   forma 


(23),.  J  dS2, 


i/QJl 


kk 


Lasciando  ora  in  sospeso  la  deduzione  delle  equazioni  indefinite  e  V  interpre- 
tazione dei  simboli  f^,,,, ,  L^,^^,  ritorniamo  alla  questione  particolare  del  §  6,  che  ci 
aveva  condotto  alla  precedente  ricerca,  [)cr  operare  la  richiesta  trasformazione 
della  formola  (15)^. 


lìiprendiamo  a  tal  fine  la  formola  UO),  che  trascriveremo  cosi: 

(24)  s,„(a,„?|=^ft.'^)^, >,„  =  ,,„. 
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Moltiplicando  qiiest'  equazione    per    P,,,^  e    sommando    rispetto   ad  amendue   gli 
indici  /( ,  A;,  si  ottiene  un  risultato  che  può  essere  scritto  nel  modo  seguente: 

Ora  le  somme  - 

sono  :^  1  ,    oppure  =  U,  secondo  che  gli  indici  fìssi,  A:  ed  »i  nella  prima,  h  ed  m 
nella  seconda,  sono  eguali  o  diseguali.  Inoltre  la  somma 

tenendo  conto  del  significato    (§   1)    delle  quantità  P,^,.  e   considerando    come    tutti 
differenti   fra  loro  gli  clementi   Q^^^  del  determinante   Q' ,  può  scriversi  così: 


1    V     ^((/)  ^^ 


ed  equivale  quindi  a 


Yy^iQ)^  ovvero  a  — 

L' equazione  («)  si  riduce  per  tal  modo  alla  seguente 


(>  meglio  a  quest'  altra 


1  V  Ws) 


Moltiplichiamo  ora  invece  1"  equazione  (24)  per  il  prodotto  P,^P^  e  sommiamo 
di  nuovo  rispetto  ad  amendue  gli  indici  // ,  1-.  Il  risultato  che  si  ottiene  può  essere 
scritto  nel   modo  sea'uente: 


-'O' 


V     p    *■  ^1m  y  p  f)     _.     y     p        Jm  V  p   n     _i_   V.    P  p  ,\rt     j^    P  p    t 
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ovvero,  per  un'  osservazione  già  fatta , 

od  ancora,  ricordando  la  segnatura  (15)^, 

B,^  -h  li^^  -^  ^,^P,,P,,Ò(J,,  =  2Z,,P,T^^L,, . 
Ma  la  somma  che  resta  nel  primo  membro  può  alla   sua   volta  sci-ivcrsi  così  : 

e,  in  virtù  della  relazione  sempre  vera 
può  trasformarsi  in  quest'  altia 

K      kj      h  ^hk  hi  J 

la  quale,  equivalendo  a 

si  riduce  semplicemente  a  —  (5P   .  Si  ha  dunque  finalmente 
(24),  P    H-  P    —  dP   =  2X.P..P..L,.  .       ' 

Mediante  le  due  relazioni  ("24"i_^,  (24)^  l'espressione  (lój^  di^Psi  liiliice  facil 
mente  alla  fjrma   richiesta.   Si  lia  intatti 

E„«,  -  ^.  -  ^^.>  Il  ^ 

= ^^".^A  ^  ^  ^' = '^^^'^'i^''"  ^X"-^^  .^)  ' 

ossia,  ricordando  le  segnature  (3)^, 

—  22    L    F  7  • 
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tiostituendo    (|iiindi    qiiost' espressione ,   insieme    colla    (24)^,    nell'equazione    (15)^, 
si  ottiene 

Il  confronto  dell'integrale  contenuto  in  quest'equazione  coli' integrale  (23)^,  rap- 
presentativo di  un  lavoro  virtuale  di  forze  elastiche,  conduce  immediatamente  alle 
sei  relazioni 


(25)        ^,,  =  -  ^^^Mm  yJ,  ^  ^ly^S^  A,F,         (/a-  =  1,  2,  -à) 

le  quali  soddisfanno  alla  questione  proposta^  cioè  porgono  le  cercate  componenti 
(pi^f^  delle  pressioni  e  tensioni  che  rappresentano  il  sistema  delle  forze  dovute  alla 
funzione  potenziale   V. 

Queste  formole,  relativamente    semplici,    si    semplificano    ancor    più  se   si  sup- 
pone che  le  coordinate  q  sieuo  ortogonali.  Si  ha  infatti  in  questo  caso 


1  ^v 


P,/^.,  =  P..P.,  =  Q.sQss  =  1  '  V..  =  n- 


Scrivendo  quindi   Q/~  i   Q/ ,   Q/  in  luogo  di   Q^^^   Q^^,   Q^^  si  trovano  le  formole 

1     yTtvr 


(25) 


le  quali,  per  q^  =  x ,  q.^  =  >/ ,  q„  =  -^ ,   Q,  =  Q^  =.  (J^  ^=  ì  ^  si  riducono  immedia- 
tamente a  quelle  di  Maxwkll,  che  abbiamo  riferite  nel  Proemio. 

Per  interpretare  agevolmente  le  formole  (25)  nel  caso  più  generale,  cioè  indipen- 
dentemente da  ogni  sapposizione  sulla  natura  dello  spazio,  giova  scegliere  le  coor- 
dinate q^,  2.,,  q„  nel  modo  seguente,  il  quale  non  è  vincolato  ad  alcuna  i-estrizione. 
Si  supponga  che  la  coordinata  q^  ablna  dovunque  lo  stesso  valore  di  F,  e  che  le 
linee  {q^  =  Cosf.,  q^  =  Cast.)  sieno  ortogonili  alle  superficie  V  =  Cosf.,  cioè  sicno 
le    linee    di   forza    relative  al  sistema  di  mas.se  di  cui    V  è  la   funzione   potenziale. 
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Le    superficie    q^  =  Cost.,  <j^=:Cusf.     essendo,    per    f.ili    ipotesi,    ortogonali    alle 
q^  =■  Cosi. ,  si  ha 

P     _   1  p     _  (lL<!àj>  P     -  ^-^'J^'  7^     -  _  'IjAi^ 


e,  per  essere   F^j^,  si  ha  pure 


V   —  —  V  —  V  ■=!  0  A  F  —  ^ 


Le  forinole  (25)  diventano  per  tal  modo 


''"  =  -  sk.  •  ^"  =  ^"  =  W 


3 


dove 


r  =  QniQMs  -  QJ)  ■ 


Ora  si  osservi  che,  sehhene  non  sia  lecito  supporre  in  generale  Qoj=  ^\  giacché 
ciò  equivarrebbe  ad  ammettere  che  le  superficie  di  livello  facessero  parte  di  un 
sistema  triplo  ortogonale,  si  può  però  sempre  supporre  che  sia  Q„,  =  0  in  un  punto 
determinato,  ma  del  resto  qualunque,  anzi  in  tutti  i  punti  d'una  superficie  di  livello 
determinata,  ma  del  resto  qualunque.  Basta  intatti  prendere  per  coordinate  q,,,  q„ 
i  parametri  d'un  doppio  sistema  ortogonale  di  linee  tracciate  su  questa  superficie, 
determinando  così  ciascuna  linea  di  forza  per  mezzo  del  punto  {q.-,^  q^)  in  cui  essa 
incontra  la  superficie  stessa.  Ammettendo,  in  base  a  ciò,  che  in  un  punto  deter- 
minato,  ma  del   resto  arl)itrario.   si  abbia   Q^^:=.0.  si  ha.   nello   stesso   i)unto, 

ed  i  precedenti  valori  delle  quantità  i^^,^  diventano  semplicemente 

A  F 
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D'  altronde  le  dette  quantità,  riferendosi  in  tal  caso  a  tre  elementi  piani  ortogonali^ 
che  s' intersecano  lungo  le  linee  1  ,  2  ,  3  ,  acquistano,  in  virtù  delle  equazioni  (23), 
l'ordinario  significato  di  componenti  (ortogonali)  di  [)ri'Ssione,  e  precisamente 
le  (p,,,  'posi  'p33  (^i  componenti  normali^  le  (^.,, ,  'p-t,-,  f',. '1'  eomjìonenti /a»//c«.- 
ziali.  Ne  risulta  senz'  altro  che  la  disti-ibuzione  delle  pressioni  e  tensioni  equivalenti 
al  sistema  delle  forze  di  i'unzione  potenziale  V  resta  sem[)re  la  stessa  di  (piella 
che  si  verifica  nello  spazio  ordinario,  e  che  quindi  la  notevolissima  correlazione 
di  forze  espressa  dalle  formole  di  Maxwell  non  costituisce  punto  una  peculiai-ità 
di  questo  spazio. 


§  n. 


Riprendiamo  ora  gli  svolgimenti  che  avevamo  interrotti  alla  fine  del  §  7. 

L'  integrale  di  volume  contenuto  nell'  espressione  (2 1  ),_  può  essere  scritto  così  : 


epperò  il  coetHeiente  di  dq.  nelT  espressione  sotto  1'  integrale  è 

Facendo  dunque  la  sostituzione  nell'equazione  (20)  dell'espressione  (21),^  del  lavoro 
virtuale  interno,  ed  annullando  i  coefficienti  delle  variazioni  arbitrarie  dq^  sotto 
gli  integrali  di  volume,  si  ottengono  (18)  le  equazioni  indefinite  d'equilibrio  sotto 
la  forma 

iS„M„  '-^  -  i  I.'S^t^  -4-  2.  M.  =:  0,         (.—  1,2,3). 

Moltiplicando    quest'equazione    per    P^^^^    e    sommando    rispetto    ali"  indice    /    si 
ottiene 

TOMO    VI.  56 
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equazione  cui  si  può  dare  la  forma 

(26)  Ì2,,J4P/^-*-2,^>, 

_^2    ^((^^_^_5^_  0.=  1,2,3). 

Ora  introducendo  nel  secondo  memliro  dell'  identità 

■'  — H —  ~  '  H,  •-  '^  '  '"'^  ^-l 

il  valore  (2 1  )  di   u^^ .  si  ottiene 

Con  questa  stessa  sostituzione  si  ottiene  successivamente 

2^'  /y    =  S..    ^'  a  J/    =  S  M  .2.  ^-^  Q. 

epperò  si  può  scrivere 

1  y     7if    p    ^^^>n  y     /U    P     ^^*' 


2. 

ed  anche 

ih) 

y    ^^^..  ,,    _        •  y     1/   P    p'?..    ,    ^"^V.A 


In  virtù  delle  egaiaglianze  («) ,  (Aj  l'equazione  (26)  diventa 

.)  .      K. 


\  ^?,  ^^'/a  ^^!/a  ^  (^  ^!?, 


=  0 


ed  introducendo  finalmente  (22j^_  le  l'unzioni  (p^^^^  al  posto  delle  M,^^^  si  ottengono 
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le  equazioni    indefinite   d'  e(j,uililjrio    sotto    la    fonna    seguente,    che    con.sidereremo 
come  definitiva: 


(27) 


I2    J^-É^/^^^^--^'^^^ 


2   "hki 


i/QJ?, 


^  (  -^  -H  -^ ^'  )  ,  (m  ~  1  ,  -i  .  3). 

/,;,:    ^  ^'L,  ^„  ^i   ' 


Perchè  queste  equazioni  possano  essere  debitamente  interpretate,  resta  che  si 
assegni  un  preciso  significato  meccanico  alle  sei  funzioni  (^^^,  .  A  tal  fine  basta 
osservare  che  denotando,  in  analogia  colla  segnatura  usata  da  KiRcimoFF,  con 

le  componenti  (oblique)  nelle  direzioni  1,  2,  3  della  pressione  unitaria  che  si  eser- 
cita sopra  un  elemento  piano  tangente,  nel  punto  (q^,  q_^,  q^),  alla  superficie 
q^z=i  Cosi,  che  passa  per  questo  punto,  e  scegliendo  come  normale  «  di  questo  ele- 
mento quella  che  fa  un  angolo  acuto  colla  direzione  k ,  talché  sia  ('2).^ 

cos  {n^  il)  = 


i/P.A>. 


si  ha  dalle  equazioni  (23) 


(P,k  TT     _  <^.H  rr   '  _  ^3,: 


K.  =    .riL,  ,       K  =    nn^  ,       K.  = 


epperò 


(28)  (p,„  =  IWPn,Q,,  ■ 

Questa  formola  assegna  il  richiesto  significato  meccanico  alle  funzioni  (p^^,]  e,  poiché 
queste  soddisfanno  d'  alti-onde  alla  condizione  (p^^^,  =  (p,,^ ,  ne  risulta  che  ha  luogo 
la  relazione 


Questa  relazione  corrisponde,  rispetto  alle   attuali    componenti   oblique,    alla    notis- 
sima H^,  =.  Kf^ ,  che  si  verificherebbe  se  si  trattasse  di  componenti  ortogonali. 
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U). 


Per  completare  in  ogni  punto  la  trattazione  delle  questioni  fondamentali  rela- 
tive alla  teoria  dell'  elasticità  in  coordinate  generali,  aggiungeremo  le  piìi  essenziali 
interpretazioni  delle  Ibrmole  risguardanti  la  deformazione  infinitesima. 

La  teoria  geometrica  di  tali  deformazioni  è.  in  fondo,  tutta  contenuta  nell'  equa- 
zione (16)  .  Ma  per  assegnare,  senz'  alcun  sussidio  di  considerazioni  estranee,  il 
significato  di  tutti  i  coefficienti  L,^^,  è  utile  stabilire  un'altra  equazione,  di  cui  la 
(16)^,  non  è  che  un  caso  particolare. 

Denotiamo  con  f/.s  e  ds  due  elementi  lineari  quali  si  vogliano,  uscenti  dal 
punto  {<ì)  e  corrispondenti  rispettivamente  agli  incrementi  {dq)  e  {d' q)  delle  coordinate 
di  questo  punto  :  denotiamo  inoltre  con  d  Y  angolo  di  questi  dtie  elementi.  Facendo 
variare,  secondo  la  caratteristica  ^,  tutte  le  quantità  che  enti-ano  nella  formola 
analoga  alla  d)^ 

dsds  eoa  6  =  '^laQuifHiA' Ih  • 


SI  ottiene 


Ma,  per  essere 


id>iÒdi>'  ■+•  ds'òds)  cos  d  -l-  d-'ida'òcos  6 


dàq,  =  S  ^-^'  ./,  ,  d:dq,  =  2  '^^  d:q  , 

il  secondo  membro  può  scriversi  così  : 

s,„,ft.  (^^*  ii/i,  +  '^'  ''?,''■?.)  ^  ^,MJt/% 


e  (juindi.  avendosi 


dq,  =  ^f^   d,  ,  d'q,  =  ^  ds'  , 


la  trovata  equazione  diventa  (16) 
^dds       dds 


(29)  (^'  ^  ^)  cos  0  ^  ^cos  e  =  22,,L,,  '>  ;^- 
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È  questa  l'equazione    generale    cui  alludevamo,  e  da   cui   si    ricava    la    (l(i)„ 
supponendo  che  le  direzioni  dei  due  elementi  lineari  ds,  ds    coincidano    fra  loro. 
Attribuendo  a  questi  due  elementi  le  direzioni  /<,  A:,  si  ha 

ds  =  ds,^  =  dqyg,^,,  ,  ds'  =  ds,  =  dq,i/Q^,^  , 

e  1'  equazione  precedente,  la  quale  dà,  in  tal  caso, 

(29X  (?^  -f-  — ^ì  cos  (h,  k)  -4-  ^cos  {h ,  k)  =  -^ÌM=  , 

somministra  il  richiesto  significato  geometrico  di  tutte  le  quantità  L,^, . 
In  particolare,  per  h=z  k,  si  ha 

T      —  O     ^-^ 
""  ~  ^"^  ds,   ' 

ti 

talché,  denotando  con  dl^ ,  dl^ ,  dl^  le  dilatazioni  lineari  nelle  direzioni  1  ,  2 .  3 , 
si  ha 

(30)  ^^i  =  §^''  ^^*  =  Ì^''  ^^s  =  ^- 

Vii  V?»  V33 

Sostituendo  poi  questi  valori  nell'equazione  (29)^  e  denotando  con  ^/l^ ,  ^/l., ,  dÀ.^ 
le  variazioni  dei  coseni  degli  angoli  (23),  (31),  (12),  si  trova 


dÀ ,  =      ^^''      —  (^  -H  ~'A  cos  (23) , 

(30)  \  dZ,  =  -^hj=  —  (^  -+-  ^)  cos  (31) , 

(^  H-  "^ì  cos  (12) , 
\0..        O.J 


equazioni  cui  si  potrebbe  dare   un"  altra  forma  ,  approfittando  delle  note  relazioni 
cos  (23j  =       ^'^        ,      cos  (31)  =       ^^'  ^      ,      cos  (12)  =  — ^ —  - 


Per  tal  modo  si   ottengono,    in    funzione    delle    quantità    Z(,,^  e    quindi    (16)    delle 
variazioni  dq.  i  sei  elementi 


—  44()  — 
che  definiscono  compiutamente  la  deformazione  infinitesima  del  parallelepipedo  ele- 
mentare determinato  da   due    terne    infinitamente    vicine    di    superficie    dei  sistemi 
(/^  =:  Cosi. ,  qg  =  Cosi. ,  q^  =  Cosi. 

Per  far  rientrare  queste  formolo  nel  tipo  ordinario,  conviene  intnìdun  e  al  posto 
delle  quantità  L^,,  sei  nuove  quantità  tp^^^,  definite  dalle  formolo 

dove  %j,  X.,,  x^  sono  tre  funzioni  infinitamente  piccole  delle  variabili  q^.  q,^.  q.,. 
L' intervento  di  queste  tre  funzioni  è  dovuto  a  ciò,  che,  in  luogo  di  considerare 
le  coordinate  q  come  relative  ai  punti  materiali  del  corpo  r/ià  deformato  ed  equi- 
librato (come  finora  abbiam  fatto,  per  semplicità),  giova  di  regola  considerarle 
come  relative  ai  punti  del  corpo  nello  stato  naturale,  rappresentando  invece  con 
q , -\- a j .  f/., -4-;«.,  7  '/."'"'^s  1*^  coordinate,  nello  stato  di  deformazione  del  corpo, 
di  quel  punto  materiale  che,  nello  stato  naturale  del  corpo  stesso,  aveva  le  coor- 
dinate (/^,  qg,  q^.  In  tale  ipotesi,  le  variazioni  (virtuali)  che  abbiamo  contrasse- 
gnate colla  caratteristica  d  non  si  applicano  che  alle  funzioni  x  ,  e,  identificando 
le  variazioni  dx  di  queste  funzioni  colle  variazioni  dq  contenute  nelle  formolo 
precedenti,  si  trova  (16),  (31) 


cosicché  le  formole  (30),  (30),  danno  luogo  a  queste  altre 

i  I  —  il:..,  u=  1,2,3) 

(31),  '        ^"'         ^ 

i  À,  =  2i/.',,  —  ((/',,  -+-  ijjj  cos  (L  k) , 

nella  seconda  delle  quali  hki  è  una  pernuitazione  circolare  di  123.  Queste  quantità 
/. ,  À^  definiscono  evidentemente  la  deformazione  che  possiamo  dire  totale  del  già 
mentovato  parallelepipedo,  cioè  quella  deformazione  che  era  considerata  come  pree- 
sistente a  queir  altra  (virtuale)  che  corrisponde  alla  difl^erenziazione  per  d  e  che  è 
definita  dalle  formole  (30),  30^_,  dove  le  quantità  L^^,,  acquistano  ora  il  signi- 
ficato (31),,, 

Le  tre  dilatazioni  principali,  relative  alla  deformazione  (x)  sono  (come  si  i-ico- 
uosce  molto  facilmente)  le  radici  dell'  equazione  di   3°  grado   in  /: 


(32) 


^.,-iQ.,       ^v,.-^^A.       ^v,,-^^.. 


=  0 
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dove  per  comodo  si  è  posto 

(32X  K,  =  V^mI/C^ 


kk 


Le  direzioni  di  queste  dilatazioni  sono  detcrminate  da  due  delle  tre  equazioni  che 
si  ottengono  eguagliando  a  zero  le  derivate  rispetto  a  q^' ,  qj  ,  q^'  della  funzione 
quadratica 


(32), 


\k(Ak  -  iQJi,X , 


dove  /  è  una  radice  dell'  equazione  (32)  e  dove  q    è  la  derivata    di  q  nella  dire- 
zione principale  corrispondente. 

Per  determinare  le  tre  pressioni  principali  osserviamo  che  dalle  l'ormole  (18)    ^ 
si  ha 

/^.^cos(^,^•)  =  S,-^, 
donde  si  ricava  reciprocamente 


Le  equazioni  (22)^^  si  possono  dunque  scrivere  così: 

\^^W'Q^>:  cos  {n,  k)  =  (p\P^,x/%_  cos  {rp,  /•) . 

Quando  (p  è    una  pressione    principale,  la  sua   direzione  coincide  con  quella  di  n 
e  si  ha  quindi 


(33) 


2,(il/,  -  ^P,3i/  Q,,  cos  ((^,  /.:)  =  0 , 


Le  grandezze  delle  tre   pressioni  principali  sono  date  quindi  dalle  radici  dell'  equa- 
zione di   3°  grado  in  (p 


(33)„ 


^l.,-^Pu         M,,~.(pP^,         M^^-(pP,^ 
il/,,  —  (pP,,         M,,  —  (pP,,         M,,  —  fpP^^ 

^h  i  -  f>^. .  ^h.  -  ^Ps.  K^s  -  <pPss 


=  0 


dove  le  quantità  J/,^,.   sono  definite  per  mezzo  delle   <p^^_  dalle    formole    (22)^^.    Le 
direzioni  delle  pi-essioni  principali  restano  poscia  determinate  dalle  equazioni  (33). 
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Si  può  osservare  che  facendo  la  inoltiplieazione  per  colonne  del  determinante  C33)^ 
per  il  determinante   Q'  ^  si  ottiene   la  seguente  equazione,  equivalente    alla  (33,\, . 


i^li  —  9 

}(js 

lh:> 

t^s. 

ths  - 

-q) 

f^S,          ■ 

é^,J 

Ir  ss 

é^ss           ^ 

=  0 


dove  le  quantità  ^z/,,,^  sono  definite  dalle  formule  ("21).  (^uest' altra  forma  dell' equa- 
zione in  (p  si  poteva  ottenere  direttamente  dalle  equazioni  (22). 

Con  un'  ovvia  modificazione  dell'  ordinario  ragionamento  e  tenendo  conto  delle 
proprietà  ammesse  per  la  quadratica  (1),  si  dimostra  che  le  radici  delle  equazioni 
(32),  (33)  sono  tutte  reali  e  che  le  direzioni  delle  dilatazioni  principali,  come 
])ure  quelle  delle  pressioni  principali,  formano  una  terna  ortogonale. 

In  virtù  delle  equazioni  ("31)^,  l'espressione  (23j,  del  lavoro  virtuale  interno 
diventa 


(34) 


fdS2,„fPJ4j,„  , 


e  dalle  note  considerazioni  si  conclude  che  deve  esistere  una  funzione  intera  —  Il 
delle  sei  quantità  i^^^^ ,  omogenea  e  quadratica  rispetto  a  queste,  di  cui  la  somma 
contenuta  sotto  il  segno  integrale  è  la  variazione  esatta.  La  mutua  dipendenza  fra 
le  sei  quantità  ?//^^^,  che  definiscono  lo  stato  di  deformazione  del  corpo,  e  le  sei 
quantità  (p^^^ ,  che  ne  definiscono  lo  stato  di  tensione,  è  quindi  espressa  dalle  sei 
equazioni 


(34), 


75,,  - 


-7^  ^n 


^^. 


hk 


{"  ^  *) 


L' integrale 


!34), 


fn 


IS 


è  r  espressione  dell'  enerf/ia  di  deformazione. 
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